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概概概率率率和和和组组组合合合导导导引引引

r 样样样本本本空空空间间间 – 一个实验的所有可能结果的集合称为实验的样本空间，记作S。

r 事事事件件件 – 样本空间的任何子集E 被称为一个事件。即，一个事件是一个包含可能结果的集合。如果
该实验的结果包含在E 内，那么我们称E 发生。

r 概概概率率率论论论公公公理理理 – 对每个事件E，我们记P (E) 为事件E 出现的概率。

(1) 0 6 P (E) 6 1 (2) P (S) = 1 (3) P

(
n⋃
i=1

Ei

)
=

n∑
i=1

P (Ei)

r 置置置换换换 – 一个置换是从n 个对象的池子中按照给定次序安置r 个对象。这样的安置的数目由P (n,r)
表示，定义为：

P (n, r) = n!
(n− r)!

r 组组组合合合 – 一个组合是从n 个对象的池子中无序安置r 个对象。这样的安置的数目由C(n,r) 表示，定
义为：

C(n, r) = P (n, r)
r!

= n!
r!(n− r)!

注：对0 6 r 6 n，我们有P (n,r) > C(n,r)

条条条件件件概概概率率率

r 贝贝贝叶叶叶斯斯斯规规规则则则 – 对事件A 和B 满足P (B) > 0，我们有：

P (A|B) = P (B|A)P (A)
P (B)

注：我们有P (A ∩B) = P (A)P (B|A) = P (A|B)P (B)

r 分分分划划划 – 令{Ai, i ∈ [[1,n]]} 对所有i，Ai 6= ∅。我们称{Ai} 为一个分划，当有：

∀i 6= j, Ai ∩Aj = ∅ 和

n⋃
i=1

Ai = S

注：对任意在样本空间中的事件B 我们有P (B) =
n∑
i=1

P (B|Ai)P (Ai)。

r 贝贝贝叶叶叶斯斯斯规规规则则则的的的扩扩扩展展展形形形式式式 – 令{Ai, i ∈ [[1,n]]} 为样本空间的一个分划，我们有：

P (Ak|B) = P (B|Ak)P (Ak)
n∑
i=1

P (B|Ai)P (Ai)

r 独独独立立立 – 两个事件A 和B 是独立的当且仅当我们有：

P (A ∩B) = P (A)P (B)

随随随机机机变变变量量量

r 随随随机机机变变变量量量 – 一个随机变量，通常记作X，是一个将在一个样本空间中的每个元素映射到一个实值
的函数。

r 累累累积积积分分分布布布函函函数数数（（（CDF））） – 累积分布函数F，是单调不减的，其
lim

x→−∞
F (x) = 0 和 lim

x→+∞
F (x) = 1

定义为：

F (x) = P (X 6 x)

注：我们有P (a < X 6 B) = F (b)− F (a)。

r 概概概率率率密密密度度度函函函数数数（（（PDF））） – 概率密度函数f 是X 取值在两个相邻随机变量的实现间的概率。

r PDF 和和和CDF 的的的关关关系系系 – 这里是离散和连续场景下的重要性质。

类类类型型型 CDF F PDF f PDF 的的的性性性质质质

(D) F (x) =
∑
xi6x

P (X = xi) f(xj) = P (X = xj) 0 6 f(xj) 6 1 and
∑
j

f(xj) = 1

(C) F (x) =
ˆ x
−∞

f(y)dy f(x) = dF

dx
f(x) > 0 and

ˆ +∞

−∞
f(x)dx = 1

r 方方方差差差 – 随机变量的方差通常记作Var(X) 或者σ2，是分布函数的扩散性的一个度量函数。定义如
下：

Var(X) = E[(X − E[X])2] = E[X2]− E[X]2

r 标标标准准准差差差 – 随机变量的标准差，通常记作σ，是分布函数扩散性的一个和实际随机变量值单位相当的
度量函数。定义如下：

σ =
√

Var(X)
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r 分分分布布布的的的期期期望望望和和和矩矩矩 – 这里是期望值E[X] 、一般期望值E[g(X)]、第k 阶矩E[Xk] 和特征函数ψ(ω)
在离散和连续场景下的表达式：

Case E[X] E[g(X)] E[Xk] ψ(ω)

(D)
n∑
i=1

xif(xi)
n∑
i=1

g(xi)f(xi)
n∑
i=1

xki f(xi)
n∑
i=1

f(xi)eiωxi

(C)
ˆ +∞

−∞
xf(x)dx

ˆ +∞

−∞
g(x)f(x)dx

ˆ +∞

−∞
xkf(x)dx

ˆ +∞

−∞
f(x)eiωxdx

r 随随随机机机变变变量量量的的的变变变换换换 – 令变量X 和Y 由某个函数联系在一起。记fX 和fY 分别为X 和Y 的分布函
数，我们有：

fY (y) = fX(x)
∣∣∣dx
dy

∣∣∣
r 莱莱莱布布布尼尼尼兹兹兹积积积分分分法法法则则则 – 令g 为x 和c 的函数，a,b 是可能依赖于c 的边界。我们有：

∂

∂c

(ˆ b
a
g(x)dx

)
= ∂b

∂c
· g(b)− ∂a

∂c
· g(a) +

ˆ b
a

∂g

∂c
(x)dx

r 切切切比比比雪雪雪夫夫夫不不不等等等式式式 – 令X 为随机变量期望值为µ。对k,σ > 0，我们有下列不等式：

P (|X − µ| > kσ) 6
1
k2

联联联合合合分分分布布布随随随机机机变变变量量量

r 条条条件件件密密密度度度 – X 关于Y 的条件密度通常记作fX|Y，定义如下：

fX|Y (x) = fXY (x,y)
fY (y)

r 独独独立立立性性性 – 两个随机变量X 和Y 被称为独立的当我们有：
fXY (x,y) = fX(x)fY (y)

r 边边边缘缘缘密密密度度度和和和累累累积积积分分分布布布 – 从联合密度概率函数fXY，我们有：

类类类型型型 边边边缘缘缘密密密度度度函函函数数数 累累累积积积函函函数数数

(D) fX(xi) =
∑
j

fXY (xi,yj) FXY (x,y) =
∑
xi6x

∑
yj6y

fXY (xi,yj)

(C) fX(x) =
ˆ +∞

−∞
fXY (x,y)dy FXY (x,y) =

ˆ x
−∞

ˆ y
−∞

fXY (x′,y′)dx′dy′

r 协协协方方方差差差 – 我们定义两个随机变量X 和Y 的协方差，记作σ2
XY 或者更常见的Cov(X,Y )，如下：

Cov(X,Y ) , σ2
XY = E[(X − µX)(Y − µY )] = E[XY ]− µXµY

r 相相相关关关性性性 – 记σX , σY 为X 和Y 的标准差，我们定义随机变量X 和Y 的相关性，记作ρXY，如下：

ρXY =
σ2
XY

σXσY

注: 对任何随机变量X,Y，我们有ρXY ∈ [−1,1]。

r 主主主要要要的的的分分分布布布 – 这里是主要需要记住的分布：

类类类型型型 分分分布布布 PDF ψ(ω) E[X] Var(X)

X ∼ B(n, p) P (X = x) =
(n
x

)
pxqn−x (peiω + q)n np npq

Binomial x ∈ [[0,n]]
(D)

X ∼ Po(µ) P (X = x) = µx

x!
e−µ eµ(eiω−1) µ µ

Poisson x ∈ N

X ∼ U(a, b) f(x) = 1
b− a

eiωb − eiωa

(b− a)iω
a+ b

2
(b− a)2

12
Uniforme x ∈ [a,b]

(C) X ∼ N (µ, σ) f(x) = 1
√

2πσ
e
− 1

2

(
x−µ
σ

)2

eiωµ−
1
2ω

2σ2
µ σ2

Gaussien x ∈ R

X ∼ Exp(λ) f(x) = λe−λx
1

1− iω
λ

1
λ

1
λ2

Exponentiel x ∈ R+

参参参数数数估估估计计计

r 随随随机机机采采采样样样 – 一个随机采样是n 个和X 独立同分布的随机变量X1, ..., Xn 的集。

r 估估估计计计器器器 – 估计器是一个用来推断一个统计模型中未知参数值的关于数据的函数。

r 偏偏偏差差差 – 估计器θ̂ 的偏差定义为θ̂ 分布的期望值和真实值间的差距，即：

Bias(θ̂) = E[θ̂]− θ

注：估计器被称为无偏的当我们有E[θ̂] = θ。

r 中中中央央央极极极限限限定定定理理理 – 令一个随机采样X1, ..., Xn 满足一个给定分布均值µ 方差σ2，我们有：

X ∼
n→+∞

N
(
µ,

σ
√
n

)
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