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1 Aprendizado supervisionado

Introducgao ao Aprendizado Supervisionado

1.1

Dado um conjunto de dados {2(1) ..., (")} associados a um conjunto de resultados {y*), ..., y(™},
nés queremos construir um classificador que aprende como predizer y baseado em x.

O Tipos de predigao — Os diferentes tipos de modelo de predigdo estdo resumidos na tabela
abaixo:

Regressao Classificador
Resultado Continuo Classe
Exemplos | Regressao linear | Regressdo logistica, SVM, Naive Bayes

O Tipos de modelo — Os diferentes modelos estao resumidos na tabela abaixo:

Modelo discriminativo Modelo generativo

Objetivo Estimar diretamente P(y|x) Estimar P(z|y), deduzir P(y|z)

O que é aprendido Fronteira de decisao Probabilidade da dist. dos dados

Ilustracao /

Exemplos Regressoes, SVMs GDA, Naive Bayes

1.2 Notagoes e conceitos gerais

O Hipd6tese — A hipétese é denominadahg e é o modelo que escolhemos. Para um determinado
dado de entrada z(*) o resultado do modelo de predigdo é hg(x(9).

Quadratico Logistica Hinge Entropia cruzada
1
;=27 log(1 +exp(—y2)) | max(0,1 —yz) | —[ylog(z) + (1 - y)log(1 - 2)]
+ 44‘
y=-1 y=-1 y=0 1
e — pan Y %%
Regressao linear | Regressao logistica SVM Rede neural

0 Funcao de custo — A funcdo de custo J é normalmente usada para avaliar a performance
de um modelo e é definida usando a funcdo de perda L como:

J0) =Y Llho(a®),y?)
i=1

O Gradiente descendente — Definindo a € R como a taxa de aprendizado, a regra de atuali-
zagao para o gradiente descendente é expressa usando a taxa de aprendizado e a fungdo de custo

J como:

\9 — 60— avJ()

Observagio: O gradiente descendente estocdstico (GDE) atualiza o parametro baseado em cada
exemplo de treinamento e o gradiente descendente em lote em um conjunto de exemplos de
treinamento.

0 Probabilidade — A probabilidade de um modelo L(#) dado os pardmetros 6 é usada para
encontrar os pardmetros 6timos 6 pela maximizacdo da probabilidade. Na pratica, é usado o
logaritimo da probabilidade (log-likelihood) £(0) = log(L(#)) que é mais simples para se otimizar.
Tem-se:

6°P' = arg max L(6)
0

0 Algoritimo de Newton — O algoritmo de Newton é um método numérico que encontra 6
tal que £/(6) = 0. Sua regra de atualizagdo é:

0 Funcao de perda — A fungdo de perda é definida como L : (z,y) € RXY —— L(z,y) € R que (0
recebe como entradas o valor z previsto correspondente ao valor real y e retorna o quao diferente 0+ 60— (6)
eles sdo. 2 (6)
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Observagdo: a generalizagdo multidimensional, também conhecida como o método de Newton-
Raphson, tem a sequinte regra de atualizagdo:

00— (V30)) " Voe(0)

1.3 Modelos lineares
1.3.1 Regressao linear
Assume-se que y|z;0 ~ N (u1,02)

0O Equacgoes normais — Definindo X como o desenho da matriz, o valor # que minimiza a
fungao de custo em uma solucdo de forma fechada é dado por:

0= (XTx)"1xTy

0 Algoritimo MMQ — Definindo a como a taxa de aprendizado, a regra de atualizacdo do
algoritmo de Média de Minimos Quadrados para um conjunto de treinamento de m pontos,
também conhecida como a regra de atualizagdo de Widrow-Hoff, é dada por:

Vi, 0+ 6; + az [ym _ he(x(i)):l Ig@)
=1

Observagao: a regra de atualiza¢do € um caso particular do gradiente ascendente.

O LWR - Regressao Ponderada Localmente (Locally Weighted Regression), também conhecida
como LWR, é uma variagdo da regressao linear que sempre pondera cada exemplo de treinamento

em sua func¢do de custo por w® (z), que é definida com o pardmetro 7 € R como:

, () — 2)2
w® (z) = exp <()>

272

1.3.2 Classificacao e regressao logistica

0 Funcao sigmoide — A fungao sigmoide g, também conhecida como func¢ao logistica, é definida
como:

1
— €Jo1]

Vz € R, = —
1+e

9(2)

0 Regressio logistica — Se assume que y|x; 0 ~ Bernoulli(¢). Tem-se a seguinte férmula:

¢ =ply=1|z;0) = =g(0"x)

1+ exp(—0Tx)

Observagao: nao existe uma formula de solucdo fechada para o caso de regressdo logistica.

0 Regressao softmax — A regressao softmax, também chamada de regressdo logistica mul-
ticlasse, é usada para generalizar a regressdo logistica quando existem mais de 2 classes. Por
convencao, definimos 6 = 0, que faz com que o parametro de Bernoulli ¢; de cada classe i seja
igual a:

exp (6T z)

b= 2D
Z exp(HJTac)
j=1

1.3.3 Modelos Lineares Generalizados

0 Familia exponencial — Uma classe de distribui¢ées é chamada de familia exponencial se ela
puder ser escrita em termos de um parametro natural, também chamado de parametro canonico
ou fungdo de link 7, uma estatitica suficiente T'(y) e de uma fungdo de partigdo de log a(n) e é
dada por:

p(y;n) = b(y) exp(nT'(y) — a(n))

Observagao: em geral tem-se T(y) = y. Também, exp(—a(n)) pode ser definido como o pard-
metro de normalizacdo que garantird que as probabilidades somem um.

Na tabela a seguir estdo resumidas as distribui¢bes exponenciais mais comuns:

Distribuigdo n T(y) a(n) b(y)
Bernoulli log (%) Y log(1 + exp(n)) 1
) 2 1 2
Gaussiana Iz Y T Var P~ &
) 1
Poisson log(\) y e’ i
Y-
4 . n
Geométrica log(1 — ¢) y log (15511 ) 1

0 Suposi¢des de GLMs — Modelos Lineares Generalizados (GLM) visa predizer uma varidvel
aleatéria y através da funcio x € R e conta com as 3 seguintes premissas:

(1) [yle;0 ~ ExpFamily(n) | (2) |ho(e) = Blyle;0]]  (3)

Observagdo: minimos quadrados ordindrios e regressao logistica sao casos especiais de modelos
lineares generalizados.
1.4 MaAquinas de Vetores de Suporte

O objetivo das maquinas de vetores de suporte (support vector machines) é encontrar a linha
que maximiza a distancia minima até a linha.

O Classificador de margem ideal — O classificador de margem ideal h é definido por:

h(z) = sign(w®z — b) ‘

onde (w,b) € R™ x R é a solugdo para o seguinte problema de otimizagao:

1 ) .
min 5HwH2 tal como ‘ y D (wTae® —b) > 1
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vetores de suporte

Observagao: a linha é definida como | w

O Perda de Hinge — A perda de articulagdao é usada na configuracdo das méquinas de vetores
de suporte (SVMs) e é definida como:

| L(z9) = [1 — y2l+ = max(0,1 - y2) |

0 Kernel — Dado um mapeamento de pardmetro ¢, o kernel K é definido como:

| K(@.2) = 6(2)" ()

2
Na prética, o kernel K definido por K(z,z) = exp (7%) é chamado de kernel Gaussiano

e ¢ comumente usado.
o o

(6] ° o o o
e o
@) [5) ©
o 00 o 000 0%3 o 9% \o
° oQ @ ® o e o @
6} 0 e © &) 00
) o © oo%oo oo o
° ° o ° o) °
5% 8
[6}) OO 16} [6)

Separabilidade ndo-linear == Uso de mapeamento de kernel ¢ =» Limite de decisdo no espago original

Observagao: € dito que é usado o "truque de kernel'(kernel trick) para calcular a funcgao de
custo usando o kernel porque na verdade mdo precisamos saber o mapeamento explitico de ¢,
que é muito complicado. Ao invés, apenas os valores K(x,z) sdo necessdrios.

0 Lagrangiano — O Lagrangiano L(w,b) é definido por:

l
L(wb) = f(w) + Y Bihi(w)

Observagao: os coeficientes B; sao chamados de multiplicadores Lagrangeanos.

1.5 Aprendizado Generativo

Um modelo generativo primeiro tenta aprender como o dado é gerado estimando P(z|y), o que
pode ser usado para estimar P(y|z) usando a regra de Bayes.

1.5.1 Analise Discriminante Gaussiana

O Configuracdo — A Anélise Discriminante Gaussiana assume que y e z|y = 0 e z|y = 1 sdo
tais que:

y ~ Bernoulli(¢)

z|ly =0~ N(uo,X) ‘ et ‘x\y =1~ N(p1,%)

0 Estimativa — A tabela a seguir resume as estimativas que encontramos ao maximizar a
probabilidade:

o~

¢ g

m {yD=1} ™ , m
i 2t L= e

(G=01) )

1.5.2 Naive Bayes

O Premissas — O modelo de Naive Bayes assume que os pardmetros (features) de cada dado
do conjunto sdo independentes:

n

P(zly) = P(z1,22,..[y) = P(z1]y) P(z2]y)... = HP(iny)

i=1

0 Solugoes —Maximizar o logaritimo da probabilidade nos dé as seguintes solugoes, com k €
{011 € [1,L]

#{ilyD = ket 217 =1}
#{jly) =k}

Ply=Hk) = — x #{jly® =K} | ot | Plei=lly="F) =

Observagdo: Naive Bayes é amplamente utilizado para classificacio de texto e detecgio de spam.

1.6 Meétodos em conjunto e baseados em arvore

Esses métodos podem ser usados tanto para problemas de regressao quanto de classificagao.

0 CART - Arvores de Classificagio e Regressiao (CART), normalmente conhecida como &rvores
de decisao (decision trees), podem ser representadas como arvores binérias. Elas tem a vantagem
de serem facilmente interpretadas.

O Floresta aleatéria — E uma técnica baseada em arvore que usa um grande nimero de arvores
de decisao construidas a partir de um conjunto aleatérios de pardmetros. Ao contrario de uma
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simples arvore de decisdo, esta técnica é de dificil interpretacdo mas geralmente alcanga uma
boa performance, sendo um algoritimo popular.

Observacao: florestas aleatorias sao um tipo de métodos de conjunto.

0 Boosting — A ideia dos métodos de boosting é combinar varios tipo de aprendizes fracos (weak
learners) para formar um mais forte. Os principais tipos estdo resumidos na tabela abaixo:

Boosting adaptativo Gradiente de boosting

- De grands coefficients sont mis sur les erreurs - Les modeles faibles sont entrainés

pour s’améliorer & la prochaine étape de boosting | sur les erreurs résiduelles

- Connu sous le nom d’Adaboost

1.7 Outras abordagens nao paramétricas

O k-vizinhos préximos — O algortimo de k-vizinhos préximos, normalmente conhecido como
k-NN, é uma abordagem ndo paramétrica onde a resposta do dado é determinada pela natureza
dos seus k vizinhos no conjunto de treinamento. Ele pode ser usado tanto em configuragoes de
classificagdo como regressao.

Observagao: Quanto maior o parametro k, maior o viés, e quanto menor o parametro k, maior
a variancia.

@ @ @
© © ©
o S © o o S © o o Sxp © o
@ @oe & ® goo & ® goo &
o 0o OCO o Q Op Oq) o Q Op Oq)
o %o ooo@CbO) o 00%690 oo@%CD ° 00%690 oo@%%CD
o0 8 o® o O 8 o® o O 8 o®
®o® & ®o® P ®o® P
@) d?o (@) d?o (@) d?o
k=1 k=3 k=11
1.8 Teoria de Aprendizagem
0 Limite de unido — Dado que Aj, ..., A sdo k eventos. Temos que:

‘ P(A1U..UA) < P(A1) + ... + P(Ag) ‘

am €
‘\\ // (\// / \\\/

A1UA2UA3 Al

O Desigualdade de Hoeffding — Dado que Zi, .., Z;, s@o m iid varidveis extraidas de uma
distribui¢do de Bernoulli do pardmetro ¢. Seja ¢ a média amostral deles e fixado v > 0. Temos
que:

P(l¢ — @ > 7) < 2exp(—27°m)

Observagdo: essa desigualdade também é chamada de fronteira Chernoff.

0 Erro de treinamento — Para um dado classificador h, é definido o erro de treinamento e(h),
também conhecido como o risco ou o erro empirico, como:

- 1
)= ) L)z}
=1

0 Provavelmente Aproximadamente Correto (PAC) — PAC é uma estrutura (framework)
em que numerosos resultados da teoria de aprendizagem foram provados, e tem o seguinte con-
junto de premissas:

e o conjunto de treino e teste seguem a mesma distribuicao

o os exemplos de treinamento foram extraidos de forma independente

0 Shattering — Dado um conjunto S = {x(1>7...,x(d)}, e um conjunto de classificadores H,
diz-se que H destréi (shatters) S se para qualquer conjunto de rétulos {y(l), ...,y(d)}, temos:

‘Hh EH, Vie[ld), hz®)=qy®

0 Teorema da fronteira superior — Seja H uma class de hipétese finita tal que |H| = k e
seja 6 e o tamanho da amostra m fixado. Entdo, com a probabilidade de ao menos 1 — §, temos:

1 1 (Qk)
— oe [ 22
2m & 4

0 Dimensao VC — A dimensdo Vapnik-Chervonenkis (VC) de uma classe de hip6tese infinita
‘H, denominada VC(H) é o tamanho do maior conjunto que é destruido (shattered) por #.

e(h) < (ﬁig{e(h)) +2

Observacdo: a dimensdo VC de H = {set of linear classifiers in 2 dimensions} é 8

o @) O O @) o @) @)
\ \
OA OA O\o &O g 665 © o‘ ° o

0 Teorema (Vapnik) — Dado H , com VC(#H) = d e m o niimero de exemplos de treinamento.
Com a probabilidade de ao menos 1 — d, temos que:

@ (pem) v (yfwa(5) + v ()
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2 Aprendizado nao supervisionado

2.1 Introducgido ao aprendizado nao supervisionado

0 Motivagao — O objetivo do aprendizado néo supervisionado (unsupervised learning) é encon-
trar padroes em dados sem rétulo {x(l),...,x(m)}.

0 Desigualdade de Jensen — Seja f um funcio convexa e X uma varidvel aleatéria. Temos a
seguinte desigualdade:

E[f(X)] = f(E[X])

2.2 Agrupamento

2.2.1 Maximizacdo de expectativa

0 Variaveis latentes — Varidveis latentes s@o varidveis escondidas/néo observadas que dificul-
tam problemas de estimativa, e sdo geralmente indicadas por z. Aqui estdo as mais comuns
configuracgdes onde ha varidveis latentes:

Configuragao Variavel latente z z|z Comentarios
Mistura de k gaussianos Multinomial(¢) N(pj,25) uj €ER™, ¢ € RF
Anilise de fator N(0,I) N(pw+ Az ) pj € R™

0 Algoritmo — O algoritmo de maximizagio de expectativa (EM - Ezpectation-Mazimization)
fornece um método eficiente para estimar o parametro 6 através da probabilidade méaxima es-
timada ao construir repetidamente uma fronteira inferior na probabilidade (E-step) e otimizar
essa fronteira inferior (M-step) como a seguir:

¢ E-step: Avalia a probabilidade posterior Qi(z(i)) na qual cada ponto de dado z(%) veio de

um grupo particular 2(®) como a seguir:

Qi(=) = Pz a3 )

e M-step: Usa as probabilidades posteriores Qi(z(i)) como grupo especifico de pesos nos

pontos de dado z(¥) para separadamente estimar cada modelo do grupo como a seguir:

(z®,2(); 9) o
Qz(z(l))

0; 7argmax Z/@ Qil( (’) log<

Inicializagdo Gaussiana === Expectativa de passo === Maximiza¢do de passo sy

Convergéncia

2.2.2 Agrupamento k-means

Nés indicamos ¢(¥) o grupo de pontos de dados i e i o centro do grupo j.

0 Algoritmo — Apés aleatoriamente inicializar os centréides do grupo pi,u2,....,ux € R™, o
algoritmo k-means repete os seguintes passos até a convergéncia:
m
E l{c(i):j}m(”
- - ; i—1
) = arg min|[e® — py[1* | e |p; =
J
D> L=
i=1
(] (€] o O o
e o ® o e o o o
® e / o 4
) 00 o oo o o0 o
fo o Toeo/ oo oo
oo @ 00+ e@ @ / OO+ o0 o o oo o 00
00 0 O 0o o o 0.0 © Oq.é) oqp © Og_&
° Qe ° Qe ¢ Q% )
ot o° ® ot o° © e 0° ® e ©
) o [} ©o

Inicializagdo de meio == Atribuicdo de grupo =  Atualizagao de meio -—p Convergéncia

O Funcao de distorgao — A fim de ver se o algoritmo converge, nés olhamos para a funcdo de
distorcao (distortion function) definida como se segue:

m
s 2
= 1@ = o
i=1

2.2.3 Agrupamento hierarquico

0 Algoritmo — E um algoritmo de agrupamento com uma abordagem hierdrquica aglometariva
que constréi grupos aninhados de uma maneira sucessiva.

O Tipos — Existem diferentes tipos de algoritmos de agrupamento hierarquico que objetivam a
otimizar fungdes objetivas diferentes, os quais estdo resumidos na tabela abaixo:
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Ligacao de vigia Ligacido média Ligacao completa

Minimizar a distidncia maxima
entre pares de grupos

Minimizar a distdncia média
entre pares de grupos

Minimizar distancia
dentro do grupo

2.2.4 Meétricas de atribuicdo de agrupamento

Em uma configuragio de aprendizado nao supervisionado, é geralmente dificil acessar o desem-
penho de um modelo desde que ndo temos rétulos de verdade como era o caso na configuragdo
de aprendizado supervisionado.

O Coeficiente de silhueta — Ao indicar a e b a distancia média entre uma amostra e todos os
outros pontos na mesma classe, e entre uma amostra e todos os outros pontos no grupo mais

préximo, o coeficiente de s1lhueta s para uma Unica amostra é definida como se segue:
b—a
max(a,b)

0 Indice Calinski-Harabaz — Indicando por k o nimero de grupos, By e Wy as matrizes de
dispercao entre e dentro do agrupamento respectivamente definidos como:

m

Wi =Y (@9 = i) @D = i)™

i=1

K
T
By, = Z N (o) = ) (e — 1)
Jj=1
o indice Calinski-Harabaz s(k) indica qudo bem um modelo de agrupamento define o seu grupo,

tal que maior a pontuagdo, mais denso e bem separado os grupos estdo. Ele é definido como a
seguir:

Tr(By) Nk

SO = Jwy X ko1

2.3 Redugao de dimensao
2.3.1 Analise de componente principal

E uma técnica de reducido de dimensdo que encontra diregoes de maximizagio de varidncia em
que projetam os dados.

O Autovalor, autovetor — Dada uma matriz A € R"*" X é dito ser um autovalor de A se
existe um vetor z € R™\{0}, chamado autovetor, tal que temos:

0 Teorema espectral — Seja A € R"*". Se A é simétrica, entdo A é diagonizavel por uma
matriz ortogonal U € R"*™. Denotando A = diag(A1,...,An), temos:

‘ JA diagonal, A =UAUT ‘

Observagdao: o autovetor associado com o maior autovalor é chamado de autorvetor principal

da matriz A.

0 Algoritmo — O processo de Anélise de Componente Principal (PCA - Principal Component
Analysis) é uma técnica de redugdo de dimensgdo que projeta os dados em dimenscdes k ao
maximizar a variancia dos dados como se segue:

e Etapa 1: Normalizar os dados para ter uma média de 0 e um desvio padrao de 1.

1 m )

2 _ Q) )2

oj = E (:L'j — 1t5)
i=1

. x5 — 1 )
PP R Y i = — E 2D e
J o; m J

Rnxn

o Etapa 2: Computar ¥ = , a qual é simétrica com autovalores

1 m
N (T
i§ 2D @O ¢
m
i=1
reais.

o Etapa 3: Computar ui,...,ur € R™ os k principais autovetores ortogonais de X, i.e. os
autovetores ortogonais dos k£ maiores autovalores.

« Etapa 4: Projetar os dados em spanp (u1,...,uk).
Esse processo maximiza a varidncia entre todos espagos dimensionais k.

Dados em espago caracteristico = Encontrar componentes principais === Dados no espaco de CP

2.3.2 Analise de componente independete

E uma técnica que pretende encontrar as fontes de geracdo subjacente.

O Suposicoes — Nés assumimos que nosso dado x foi gerado por um vetor fonte dimensional n
s = (81,...,5n), onde si sdo varidveis aleatérias independentes, através de uma matriz A misturada

e ndo singular como se segue:

O objetivo é encontrar a matriz W = A~! nio misturada.

0 Algoritmo Bell e Sejnowski ICA — Esse algoritmo encontra a matriz W nao misturada
pelas seguintes etapas abaixo:

« Escreva a probabilidade de z = As = W~1s como:
n
=[ps @l - 1wl
i=1

« Escreva o logaritmo da probabilidade dado o nosso dado treinado {z(,i € [1,m]} e
indicando g a funcdo sigmoide como:

W) = Z Zlog(

=1

w]2®)) + log W]
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Portanto, a regra de aprendizagem do gradiente ascendente estocastico é tal que para cada
exemplo de treinamento z(%), nés atualizamos W como a seguir:

1— QQ(wlTa:(”)
1 —2g(wdz()

Wi W+a @ L (wT)-1

1 2g(wla(®)

3 Aprendizado profundo

3.1 Redes neurais

Redes neurais sdo uma classe de modelos que sdo construidos com camadas. Os tipos de redes
neurais comumente utilizadas incluem redes neurais convolucionais e recorrentes.

O Arquitetura — O vocabuldrio em torno das arquiteruras de redes neurais é descrito na figura
abaixo:

Camada escondida k Camada de saida

Camada escondida 1

Camada de entrada

Dado que i é a i-ésima camada da rede e j a j-ésima unidade escondida da camada, nés temos:

il 17 4y

onde é definido que w, b, z, 0 peso, o viés e a saida respectivamente.

O Funcgao de ativagido — Fungoes de ativagdo sdo usadas no fim de uma unidade escondida
para introduzir complexidades ndo lineares ao modelo. Aqui estdo as mais comuns:

Sigmoide Tanh ReLU Leaky ReLU
1 e —e ?
g(z) = Ttez g(z) = P 9(2) = max(0,2) 9(z) = max(ez,z)

with e € 1

0 Perda de entropia cruzada — No contexto de redes neurais, a perda de entropia cruzada
L(z,y) é comumente utilizada e é definida como se segue:

Lizy) = — [y log(2) + (1 — ) log(1 - 2)

0 Taxa de apredizado — A taxa de aprendizado, frequentemente indicada por a ou as vezes
n, indica a que ritmo os pesos sdo atualizados. Isso pode ser fixado ou alterado de modo
adaptativo. O método atual mais popular é chamado Adam, o qual é um método que adapta a
taxa de aprendizado.

O Retropropagacao — Retropropagacdo é um método para atualizar os pesos em uma rede
neural levando em conta a saida atual e a saida desejada. A derivada relativa ao peso w é
computada utilizando a regra da cadeia e é da seguinte formas:
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OL(zy) _ OL(zy) Oa 0=
dw  da 0z Ow

Como resultado, o peso é atualizado como se segue:

oL
w— w— 7776(271/)
w

0 Atualizando os pesos — Em uma rede neural, os pesos sdo atualizados como a seguir:

e Passo 1 : Pegue um conjunto de dados de treinamento.

e Passo 2 : Realize propagacao para frente a fim de obter a perda correspondente.
e Passo 3 : Retropropague a perda para obter os gradientes.

e Passo 4 : Use os gradientes para atualizar os pesos da rede.

0O Abandono — Abandono (dropout) é uma técnica que pretende prevenir o sobreajuste dos
dados de treinamente abandonando unidades na rede neural. Na préatica, neurénios sdo ou
abandonados com a propabilidade p ou mantidos com a propabilidade 1 — p.

3.2 Redes neurais convolucionais

0 Requisito de camada convolucional — Dado que W é o tamanho do volume de entrada, F'
o tamanho dos neurénios da camada convolucional, P a quantidade de preenchimento de zeros,
entdo o nimero de neurénios N que cabem em um dado volume é tal que:

W —F+2P
S

N = +1

0 Normalizagdo em lote — E uma etapa de hiperpardmetro v, 8 que normaliza o lote {z;:}.

Dado que ppg, a% sdo a média e a variancia daquilo que queremos conectar ao lote, isso é feito
como se segue:

T; — UB
\/O’%—FE

Isso é usualmente feito apés de uma totalmente conectada/camada concolucional e antes de uma
camada nao linear e objetiva permitir maiores taxas de aprendizado e reduzir a forte dependéncia
na inicializacdo.

Ti

+ 8

3.3 Redes neurais recorrentes

0 Tipos de portas — Aqui estdao os diferentes tipos de portas (gates) que encontramos em uma
rede neural recorrente tipica:

Porta de entrada | Porta esquecida Porta Porta de saida

Escrever?

Apagar? Quanto escrever? Quanto revelar?

0 LSTM —Uma rede de meméria de longo prazo (LSTM) é um tipo de modelo de rede neural
recorrente (RNN) que evita o problema do desaparecimento da gradiente adicionando portas de
’esquecimento’.

3.4 Aprendizado e controle reforcado
O objetivo do aprendizado reforcado é fazer um agente aprender como evoluir em um ambiente.

O Processos de decisdo de Markov — Um processo de deci¢do de Markov (MDP) é uma
tupla de 5 elementos (S,A,{Psa},7,R) onde:

e S é o conjunto de estados

e A é conjunto de acoes

e {Psa} sdo as probabilidade de transi¢do de estado para s € Sea € A
e v € [0,1] é o fator de desconto

¢« R:SXA— RouR:S — Réa fungio de recompensa que o algoritmo quer maximizar

O Diretriz — Uma diretriz 7 é a funcdo 7 : S — A que mapeia os estados a acdes.
Observacgao: dizemos que executamos uma dada diretriz w se dado um estado s nds tomamos a
agdo a = m(s).

0 Funcao de valor — Para uma dada diretriz w e um dado estado s, nés definimos a func¢ao de
valor V™ como a seguir:

V7™(s) = E[R(so) +~yR(s1) + 72 R(s2) + ...|so = s,w}

0 Equacdo de Bellman — As equacdes de Bellman 6timas caracterizam a funcao de valor V™
para a Otima diretriz 7*:

T _ / T
V™ (s) = R(s) + aneaj‘{'y /z:sPsa(s W™ (s")
s'e

Observagao: definimos que a étima diretriz © para um dado estado s € tal que:

7*(s) = argmax Z Psa(s"V*(s")

O Algoritmo de iteracao de valor — O algoritmo de iteragdo de valor é realizado em duas
etapas:

¢ Inicializamos o valor:

e Iteramos o valor baseado nos valores anteriores:

Vigi(s) = Ris) + max | ) yPaa(s)Vi(s")
s'eS
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0 Maxima probabilidade estimada — A méxima probabildiade estima para o estado de
transicdo de probabilidades como se segue:

#vezes que a agdo a entrou no estado s e obteve s’

Rsa(s/) =

#vezes que a agdo a entrou no estado s

0 Aprendizado Q — Aprendizado Q é um modelo livre de estimativa de Q, o qual é feito como
se segue:

Q(s.0) & Q(s.0) + | R(s.a.8') + ymax Q(s'a’) — Q(s.0)

4 Dicas e truques de aprendizado de maquina

4.1 Meétricas de classificagiao

Em um contexto de classificacdo bindria, essas sdo as principais métricas que sdo importantes
acompanhar para avaliar a desempenho do modelo.

0 Matriz de confusdo — A matriz de confuséo (confusion matriz) é usada para termos uma
cendrio mais completa quando estamos avaliando o desempenho de um modelo. Ela é definida
conforme a seguir:

Classe real

Classe prevista

+

TP

True Positives

FN
False Negatives

Type II error

FP
— | False Positives

Type I error

TN

True Negatives

0 Principais métricas — As seguintes métricas sio comumente usadas para avaliar o desem-
penho de modelos de classificacao:

Meétrica Férmula Interpretacio
TP + TN
Acuricia + Desempenho geral do modelo
TP + TN + FP + FN
Precisa TP Qua . ~ dics it
recl e — TrecCl T 1 101
ecisao TP+ FP udo precisas sao as predigoes positivas
- TP o
Revocacgao e — Cobertura da amostra positiva real
TP + FN
Sensibilidade
s TN .
Specificity _— Cobertura da amostra negativa real
TN + FP
2TP s 1 s e
F1 score _ Métrica hibrida util para classes desequilibradas
2TP + FP + FN

0 ROC — A curva de operagdo do receptor, também chamada ROC (Receiver Operating Cha-
racteristic), é a drea de TPR versus FPR variando o limiar. Essa métricas estdo resumidas na

tabela abaixo:

Meétrica Férmula | Equivalente
- TP - -
True Positive Rate | ———— | Revocagao, sensibilidade
TP + FN
TPR
o FP o
False Positive Rate | ————— | 1-specificity
TN + FP
FPR
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0 AUC - A &rea sob a curva de operagdo de recebimento, também chamado AUC ou AUROC,

é a area abaixo da ROC como

mostrada na figura a seguir:

1

ROC

TPR
AUC

N

Real —

FPR

Previsto —

4.2 Meétricas de regressao

0 Métricas basicas — Dado um modelo de regresao f, as seguintes métricas sao geralmente
utilizadas para avaliar o desempenho do modelo:

Uma vez que o modelo é escolhido, ele é treinado no conjunto inteiro de dados e testado no
conjunto de dados de testes nao vistos. Sdo representados na figura abaixo:

Dados Dados nao vistos
Treino Validagao Teste

0 Validacéo cruzada — Validagido cruzada, também chamada de CV (Cross-Validation), é um
método utilizado para selecionar um modelo que ndo depende muito do conjunto de treinamento
inicial. Os diferente tipos estdo resumidos na tabela abaixo:

S. total dos quadrados

S. explicada dos quadrados

S. residual dos quadrados

m
SStot = Z(yi -)?
i—1

m

SSreg = Z(f(xz) - §)2

i=1

m

SSres = Z(yz - f(mz))Q

=1

k-fold Leave-p-out

- Treino em k — 1 partes e | - Treino em n — p observagdes e

O Coeficiente de determinacgao — O coeficiente de determinacéo, frequentemente escrito como
R? ou r2, fornece uma medida de quio bem os resultados observados séo replicados pelo modelo
e é definido como se segue:

_ Ssrcs

R?=1-—"X
Sstot

0 Principais métricas — As seguintes métricas sdo comumente utilizadas para avaliar o desem-
penho de modelos de regressao, levando em conta o nimero de varidveis n que eles consideram:

Cp de Mallow AIC BIC R? ajustado

SSres + 2(n + 1)52
m

(1-R%)(m—-1)
m—-—n-—1

2 [(n +2) - 1og(L)} log(m)(n +2) — 2log(L) | 1—

2

2 1. Ry ’ . . oA . .
onde L é a probabilidade e 0° é uma estimativa da varidncia associada com cada resposta.

4.3 Sele¢do de modelo

0 Vocabulario — Ao selecionar um modelo, nés consideramos 3 diferentes partes dos dados que
possuimos conforme a seguir:

Conjunto de treino Conjunto de validagao Conjunto de teste

- Modelo é avaliado - Modelo fornece previsoes
- Geralmente 20%
do conjunto de dados

Também chamado de hold-out

- Modelo é treinado
- Geralmente 80%
do conjunto de dados

- Dados néo vistos

teste sobre o restante teste sobre p restantes

- Geralmente k = 5 ou 10 - Caso p = 1 é chamado leave-one-out

O método mais comumente usado é chamado k-fold cross validation e divide os dados de treina-
mento em k partes enquanto treina o modelo nas outras k — 1 partes, todas estas em k vezes.

erro é entdo calculado sobre as k partes e é chamado erro de validagdo cruzada (cross-validation
error).

Parte Dados Erro de validacdo  Erro de validacédo cruzada
D) ) “
> ) ) “ at-ta
k
k C €k

Treino Validacao

0 Regularizag¢ado — O procedimento de regularizacdo (regularization) visa evitar que o modelo
sobreajuste os dados e portanto lide com os problemas de alta varidncia. A tabela a seguir
resume os diferentes tipos de técnicas de regularizagio comumente utilizadas:
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LASSO Ridge Elastic Net
@ @
- Diminui coeficientes para 0 Balanco entre e )
B ~ . ~ is @ o @ ©
- Bom para selecdo de Faz o coeficiente menor | selegdo de varidveis e ® ®
variaveis coeficientes pequenos Classificacao @ ®e
®e ®e
] o @0
Error Error Error

Validagéo

[10] <1 \\J [16]]2 < 1 1 —a)||0]l: +allf]2 <1

Validagao

Deep Learning Treino Validagéo

recursos

Treino Treino

e+ X6l A3 [ = @)lloll +allol3 oo o
AeR AeER MER, a€(01] - Modelo de - Executar a
complexificacao regularizacao
Remédios - Adicionar mais - Obter mais

dados

- Treinar mais

4.4 Diagnéstico

0 Viés — O viés (bias) de um modelo é a diferenca entre a predigdo esperada e o modelo correto

que nés tentamos prever para determinados pontos de dados. . . o, - . .
0 Anélise de erro — Anadlise de erro (error analysis) é a andlise da causa raiz da diferenga no

0 Variancia — A varidncia (variance) de um modelo é a variabilidade da previsio do modelo desempenho entre 0 modelo atual e o modelo perfeito.

para determinados pontos de dados. 0 Analise ablativa — Ablative analysis (ablative analysis) é a anélise da causa raiz da diferenca

no desempenho entre o modelo atual e o modelo base.
0 Balanco viés/varidncia — Quanto mais simples o modelo, maior o viés e, quanto mais
complexo o modelo, maior a varidncia.

Underfitting Just right Overfitting
- Erro de treinamento - Erro de treinamento
elevado - Erro de treinamento | muito baixo
Sintomas - Erro de treinamento | ligeiramente menor - Erro de treinamento
proximo ao erro de | que erro de teste muito menor que erro
teste de teste
- Viés elevado - Alta variancia
® (5
@ @
* e
° & °
Regressio o 8 % )
(6]9)
S 8 e O ° &)
o0 ®
@
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5 Revisao

5.1 Probabilidades e Estatistica

Introdugao a Probabilidade e Combinatdria

0 Espaco amostral — O conjunto de todos os resultados possiveis é chamado de espaco amostral
do experimento e é denotado por S.

0 Evento — Qualquer subconjunto E do espago amostral é chamado de evento. Isso é, um
evento é um conjunto de possiveis resultados do experimento. Se o resultado do experimento
estd contido em FE, entdo é dito que o evento ocorreu.

0 Axiomas de probabilidade — Para cada evento F, denotamos P(FE) a probabilidade do
evento E ocorrer.

M [o<pm) <i] @ [P)=1] @)

P OEZ :XR:P(Ei)
=1

=1

O Permutacdo — A permutacdo é um arranjo de r objetos de um conjunto de n objetos, em
uma determinada ordem. O ndmero desses arranjos é dado por P(n,r), definido como:

n!

P(n,r) = (n—r)!

O Combinacgdo — A combinacido de um arranjo de r objetos de um conjunto de n objetos, onde
a ordem ndo importa. O nimero desses arranjos é dado por C(n,r), definido como:

P(n,r) n!
Cln,r) = o rl(n —r)!

Observagio: dado que 0 < 1 < n, entdo temos que P(n,r) = C(n,r).

Probabilidade Condicional

0 Regra de Bayes — Para eventos A e B tal que P(B) > 0, temos que:

P(B|A)P(A)

P(AIB) = =5

Observagio: temos que P(AN B) = P(A)P(B|A) = P(A|B)P(B).

0 Particdo — Dado que {4;,i € [1,n]} seja tal que para todo i, A; # &. Dizemos que {4;} é
uma particdo se temos:

n
Vi, AiNA =0 e UAi:S
=1

n
Observagao: para qualquer evento B no espago amostral temos que P(B) = E P(B|A;)P(A;).
i=1

0 Extensdo da regra de Bayes — Seja {A;,i € [1,n]} uma parti¢io do espago amostral.
Temos que:

P(A4|B) = f(B|Ak)P(Ak)

> P(BIA)P(A)
i=1

0 Independéncia — Dois eventos A e B sdo independentes se e apenas se tivermos:

| P(ANB) = P(A)P(B) |

Variavel aleatéria

0 Variavel aleatéria — Uma varidvel aleatéria, normalmente denominada X, é uma fungdo que
mapeia todo elemento em um espago amostral para uma linha verdadeira.

0 Funcéao de distribuicdo cumulativa (CDF) — A func¢io de distribui¢do cumulativa F', que
é monotonicamente nao decrescente e é tal que
lim F(z)=0 e

T—r—00

m F(z)=1

li
r—r+o0o

é definida como:

F(z) = P(X < x)

Lembrete: temos que P(la < X < B) = F(b) — F(a).

0 Funcgao densidade de probabilidade (PDF) — A funcdo densidade de probabilidade f é
a probabilidade de que X assuma valores entre duas realizagoes adjacentes da variavel aleatéria.

0 Relagoes envolvendo a PDF e a CDF — Aqui estdao as propriedades mais importantes
que se deve conhecer dos casos discretos (D) e continuos (C).

Caso CDF F PDF f Propriedades da PDF
(D) | F@)=> P(X=wm) | fla)=P(X=a;) | 0< f(z;)<le » fla;)=1
x; <T J
x +oo
© | Fo=[ s f@=% | @0 [ @ =

0 Varidncia — A varidncia de uma varigvel aleatéria, normalmente denominada Var(X) ou o2,

é a medida do espalhamento da sua funcdo de distribui¢do. Ela é determinada por:

Var(X) = E[(X — BIX))?) = E[X?| - E[X]?

0 Desvio padrao — O desvio padrao de uma variavel aleatdria, normalmente denominado o,
é a medida do espalhamento da sua func¢ao de distribuicdo que é compativel com a unidade da
varidvel aleatéria. Ele é determinado por:

o =4/ Var(X)
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0 Expectativas e Momentos da Distribuicao — Aqui estdo as expressdes do valor esperado
E[X], do valor esperado generalizado E[g(X)], do k-ésimo momento E[X*] e funcio caracterfs-
tica 1 (w) para os casos discretos e continuos:

Caso E[X] E[g(X)) E[X*] o)
(D) Z%f(mz) Zg(xz)f(:m) mef(mz) Zf(l"z)ewxl
= =t i=1 i=1
i Hee too +oo )
(©) /_ zf(x)dx /_ g(z) f(z)dz /_ o f(z)dx /_ F(z)e“de

Remarque: on a e™® = cos(wz) + isin(wx).

O Transformacao das variaveis aleatérias — Sejam as varidveis X e Y ligadas por alguma
funcdo. Ao denotador fx e fy para as fungdes de distribuicdo de X e de Y respectivamente,
temos que:

fr(y) = fx(z)

dx
dy

0 Regra integral de Leibniz — Seja g uma funcdo de = e possivelmente de ¢, e a,b fronteiras
que podem depender de c. Temos que:

0 b b
50 (/a g(m)dr) = 50 .

0 Desigualdade de Chebyshev — Seja X uma varidvel aleatéria com valor esperado p. Para
k,o0 > 0, temos a seguinte desigualdade:

a b
o) = 22 - o)+ [ Ewyts

1
P(X ~ l > ko) < 5

Variaveis aleatérias distribuidas conjuntamente

0 Densidade condicional — A densidade condicional de X com respeito a Y, normalmente
denotada como fx|y, é definida como:

_ fxy(zy)
D) = =50

O Independéncia — Duas varidveis aleatérias X e Y sdo ditas independentes se:

fxy(z,y) = fx(z)fy (y)

0 Densidade marginal e distribui¢do cumulativa — A partir da fungdo de probabilidade
de densidade conjunta fxy, temos que:

Caso Densidade marginal Fungao cumulativa
(D) Ix(zi) = foy(fmyj) Fxy(zy) = Z Ixy (i,y5)
J T; ST Y; <Y
o0 x Y
© | ix@= [ fevendy | P = [ [ foea)iday
— 00 — 00 —00

0 Coveriancia — Definimos covariancia de duas varidveis aleatérias X e Y, que chamamos de
0%+ ou mais comumente de Cov(X,Y’), como:

| Cov(X,¥) 2 0%y = BIX — jix)(Y — pay)] = BIXY] — iy |

0 Correlacdo — Dado que ox, 0y sdo os desvios padrdao de X e Y, definimos a correlacido entre
as varidveis aleatérias X e Y, denominada pxy, como:

Observagio 1: é definido que para qualquer varidveis aleatdrias X, Y temos que pxy € [—1,1].
Observagdo 2: Se X e Y sdo independentes, entao pxy = 0.

O Distribuig¢des principais — Aqui estdo as principais distribuigdes que nao devem ser esque-
cidas:

Tipo | Distribuicao PDF b(w) E[X] Var(X)
n .
X~ Blmp) | P =m)= x) prg"TE | (pe™ )" np npq
Binomial x € [0,n]
(D)
X ~Po(p) | P(X=1)= L'e—u (e 1) . .
Poisson zeN
1 iwb _ iwa b b— 2
I A e(b ; a;r : 12a)
-a —a)iw
Uniform x € [a,b]
1 _1f(z=p\? )
(©) | X~Nuo) | f@) = —Z=c (552) | gen-ete? |, 2
To
Gaussian z€eR
1 1 1
X ~Exp(A) | fz) = e N — 3 L
Exponential x € Ry X

Estimativa de parametro

0O Amostra aleatéria — Uma amostra aleatéria é uma colegdo de n varidveis aleatorias X1, ..., Xp,

que sdo independentes e igualmente distribuidas com X.

0 Estimador — Um estimador é uma fun¢do dos dados que é usada para inferir o valor de um
parametro desconhecido em um modelo estatistico.
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0 Viés — O viés de um estimador 6 ¢ definido como a diferenca entre o valor esperado da
distribuicdo de 8 e o seu real valor, i.e.:

Bias(f) = E[f] — 0

Observagao: um estimador é chamado de imparcial (unbiased) quando E[é] =0.

0 Média da amostra — A média da amostra de uma amostra aleatoria é usada para estimar
a verdadeira média p de uma distribui¢ido, e é denominada X e é definida como:
Observagio: a média da amostra é imparcial, i.e E[X]| = pu.

0 Amostra da varidncia — A amostra da variancia de uma amostra aleatéria é usada para
estimar a verdadeira varidncia o2 da distribuicdo, e é normalmente denominada s ou 62 e
definida por:

2

Observagdo: a variincia da amostra é imparcial, i.e E[s?] = o2.

n
1 —
=62 = E (X; —X)2
n—1
i=1
0 Teorema do Limite Central — Dado que temos uma amostra aleatéria X1, ..., X;, seguindo

uma determinada distribuicdo com a média p e a varidncia o2, temos que:

X ~

n——+oo

)

5.2 Algebra Linear e Calculo
5.2.1 Notagoes gerais
3 Vetor — Indicamos por & € R™ um vetor com n elementos, onde x; € R é o i¢57° elemento:
22
eR"
x'n

0 Matriz — Indicamos por A € R”*™ uma matriz com m linhas e n colunas, onde A; ; € R é

o elementos localizado na i®5¥™@ linha e j¢%9™¢ coluna:
A1 Atn

A= . c anxn
Am,l Am,n

Observagdao: o vetor x defindo acima pode ser visto como uma matriz n X 1 e é mais particu-
larmente chamado de vetor coluna.

0 Matriz identidade — A matriz identidade I € R™*™ ¢ uma matriz quadrada com uns na sua
diagonal e zeros nas demais posigoes:

10 0
1= 0

A |

6 - 0 1

Observagao: para todas as matrizes A € R"*"™ nds temos AX [ =1 x A= A.

0 Matriz diagonal — Uma matriz diagonal D € R™*" é uma matriz quadrada com valores ndo
nulos na sua diagonal e zeros nas demais posigoes:

di 0 - 0
p=| 0

AT

0 - 0 dy

Observagao: ndés também indicamos D como diag(dy,...,dn).

5.2.2 Operagoes de matriz

O Vetor-vetor — H4 dois tipos de produtos vetoriais:

e Produto interno: para x,y € R™, temos:

o Produto tensorial: para z € R™,y € R™, temos :

T1Y1
xyT’: < : ) e]Ran
Tmy1

0 Matriz-vetor — O produto de uma matriz A € R™*" ¢ um vetor z € R™ é um vetor de
tamanho R™, de tal modo que:

ZT1Yn

TmYn

T
apqT n
Ax = : = E ac,ixi € R™
T i
Ar.mT i=1

onde a? s@o vetores linhas e a. ; vetores colunas de A, e x; sdo os elementos de z.
,

A

0 Matriz-matriz — O produto das matrizes A € R™*X™ ¢ B € R"*P ¢ uma matriz de tamanho
R™*P de tal modo que:

T T
ap1be,1 ap1bep n
_ _ 3T nxp
AB = = E ae,lbm eR
T T i
arﬂanl arﬂanp i=1
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TbT

onde a; b,

séo vetores linhas e ac ;,bc ; vetores colunas de A e B respectivamente.

0 Transposta — A transposta de uma matriz A € R™*" indicada por AT, é tal que suas linhas
sao trocadas por suas colunas:

Vij, AL, =Aj

Observagio: para matrizes A, B, temos (AB)T = BT AT,

O Inversa — A inversa de uma matriz quadrada inversivel A é indicada por A~! e é uma matriz
dnica de tal modo que:

[Aa—t=ata=1]

Observagdo: mem todas as matrizes quadrada sdo inversiveis. Também, para matrizes A,B,

temos (AB)™1 = B~1A~1.

0 Trago — O trago de uma matriz quadrada A, indicado por tr(A), é a soma dos elementos de
sua diagonal:
n
tI‘(A) = Z Ai,i
i=1

Observagdo: para matrizes A, B, temos tr(AT) = tr(A) e tr(AB) = tr(BA).

0 Determinante — A determinante de uma matriz quadrada A € R"*", indicada por |A| ou
det(A) é expressa recursivamente em termos de A\ijs @ qual é a matriz A sem a sua §°7*™?
ésima

linha e j coluna, como se segue:

det(A) = |A| = Z(—l)iJrin,j‘A\i,\j‘

j=1

Observacdo: A é inversivel se e somente se |A| # 0. Além disso, |AB| = |A||B| e |AT| = |A|.

5.2.3 Propriedades da matriz

0 Decomposicao simétrica — Uma dada matriz A pode ser expressa em termos de suas partes
simétricas e assimétricas como a seguir:

A4 AT A— AT
A= +2 2

—— =

Simétrica  Assimétrica

0 Norma — Uma norma é uma fungdo N : V. — [0, 4+ oo[ onde V' é um vetor espago, e de tal
modo que para todo z,y € V, nés temos:

* N(z+y) <N(z)+ N(y)
e N(az) = |a|N(z) para a escalar
e se N(z) =0, entdo x =0

Para z € V, as mais comumente utilizadas normas estao resumidas na tabela abaixo:

Norma Notagao Definigao Caso de uso
n
Manhattan, L' |1 Z || LASSO
i=1
Euclidean, L2 [lz||2 Ridge
1
n P
p-norme, LP [z p g z? Inégalité de Holder
i=1
Infini, L*° ||| oo max |z;| Convergence uniforme
7

O Dependéncia linear — Um conjunto de vetores é dito ser linearmente dependete se um dos
vetores no conjunto puder ser definido como uma combinagao linear dos demais.

Observagao: se nenhum vetor puder ser escrito dessa maneira, entao os vetores sio ditos serem
linearmente independentes.

0 Posto da matriz — O posto de uma dada matriz A é indicada por rank(A) e é a dimensdo
do vetor espago gerado por suas colunas. Isso é equivalente ao ntimero méaximo de colunas
linearmente independentes de A.

0 Matriz positiva semi-definida — Uma matriz A € R"*" ¢ positiva semi-definida (PSD) e
é indicada por A > 0 se tivermos:

A=AT| e \\mew, 2TAz >0

Observagao: de forma similar, uma matriz A € dita ser positiva definida, e é indicada por A = 0
se ela é wma matriz (PSD) que satisfaz todo vetor x ndo nulo, z* Az > 0.

O Autovalor, autovetor — Dada uma matriz A € R"*" ) é dita ser um autovalor de A se
existe um vetor z € R™\{0}, chamado autovetor, nés temos:

0 Teorema spectral — Seja A € R"*". Se A é simétrica, entdo A é diagonalizdvel por uma
matriz ortogonal U € R™*™. Indicando A = diag(A1,...,An), nds temos:

JA diagonal, A =UAUT

0 Decomposi¢do em valor singular — Para uma dada matriz A de dimensdes m X n, a
decomposigdo em valor singular (SVD) é uma técnica de fatorizagdo que garante a existéncia de
matrizes unitaria U m X m, diagonal ¥ m X n e unitdria V' n x n, de tal modo que:

A=UxvT

STANFORD UNIVERSITY

16 OuTtoNoO 2018



CS 229 — MACHINE LEARNING

SHERVINE AMIDI & AFSHINE AMIDI

5.2.4 Calculo com matriz

0 Gradiente — Seja f : R™*™ — R uma fungdo e A € R™*X" uma matriz. O gradiente de f a
respeito a A é a matriz m X n, indicada por V 4 f(A), de tal modo que:

(varw) =902

0,7

Observacao: o gradiente de f € somente definido quando f é uma fungao que retorna um escalar.

0 Hessiano — Seja f : R™ — R uma funcdo e x € R™ um vetor. O hessiano de f a respeito a x
uma matriz simétrica n X n, indicada por ng(x), de tal modo que:

2 _ 82f($)
(vzfcc))m = St

Observagao: o hessiano de f é somente definifo quando f € uma fungdo que retorna um escalar.

0 Operagdes com gradiente — Para matrizes A,B,C, as seguintes propriedade de gradiente
valem a pena ter em mente:

[Vau(aB) = BT] [ V40 7(4) = (Vasa)” |

\ Vatr(ABATC) = CAB + CTABT \ \ ValA] = [A(A~HT \
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