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Introdugio a Probabilidade e Combinatéria

0 Espacgo amostral — O conjunto de todos os resultados possiveis é chamado de espaco amostral
do experimento e é denotado por S.

0O Evento — Qualquer subconjunto E do espago amostral é chamado de evento. Isso é, um
evento é um conjunto de possiveis resultados do experimento. Se o resultado do experimento
estd contido em FE, entdo é dito que o evento ocorreu.

0 Axiomas de probabilidade — Para cada evento FE, denotamos P(FE) a probabilidade do
evento E ocorrer.

n

Pl JE :iP(Ei)
i=1

=1

W [o<P®E <1] @ [PE)=1] 3)

O Permutagao — A permutacao é um arranjo de r objetos de um conjunto de n objetos, em
uma determinada ordem. O ndmero desses arranjos é dado por P(n,r), definido como:

n!

P(n,r) = m

0 Combinagédo — A combinagado de um arranjo de r objetos de um conjunto de n objetos, onde
a ordem néo importa. O nimero desses arranjos é dado por C(n,r), definido como:

P(n,r) n!
Clnr) = n rl(n—r)!

Observagio: dado que 0 < 1 < n, entdo temos que P(n,r) = C(n,r).

Probabilidade Condicional

0 Regra de Bayes — Para eventos A e B tal que P(B) > 0, temos que:

P(B[A)P(A)
P(B)

P(A|B) =

Observagio: temos que P(AN B) = P(A)P(B|A) = P(A|B)P(B).

0 Particdo — Dado que {A;,7 € [1,n]} seja tal que para todo i, A; # @. Dizemos que {A;} é
uma particao se temos:

VitjAiNnA;=0 e UAi:S
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n
Observagao: para qualquer evento B no espago amostral temos que P(B) = Z P(B|A;)P(A;).
i—1

0 Extensdo da regra de Bayes — Seja {A;,i € [1,n]} uma particio do espago amostral.
Temos que:

P(B|Ag)P(Ay)

n
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P(Ax|B) =

0 Independéncia — Dois eventos A e B sao independentes se e apenas se tivermos:

P(AN B) = P(A)P(B) \

Variavel aleatéria

 Variavel aleatéria — Uma varidvel aleatéria, normalmente denominada X, é uma fungdo que
mapeia todo elemento em um espago amostral para uma linha verdadeira.

0 Funcéao de distribuicdo cumulativa (CDF) — A func¢éo de distribui¢do cumulativa F', que
é monotonicamente ndo decrescente e é tal que

lim F(z)=0 e

T—r—00

lim F(z)=1

x—+00

é definida como:

F(z) = P(X < x)

Lembrete: temos que P(a < X < B) = F(b) — F(a).

0 Funcao densidade de probabilidade (PDF) — A funcao densidade de probabilidade f é
a probabilidade de que X assuma valores entre duas realizacoes adjacentes da variavel aleatéria.

O Relagdes envolvendo a PDF e a CDF — Aqui estdo as propriedades mais importantes
que se deve conhecer dos casos discretos (D) e continuos (C).

Caso CDF F PDF f Propriedades da PDF
(D) | F@)=> P(X=wm) | fla)=P(X=a;) | 0< f(z;)<le » fla;)=1
x; <T J
x +oo
© | F@=[ fwa fo=0 | f@z0e [ f@ae=1
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0 Variancia — A varidncia de uma varidvel aleatéria, normalmente denominada Var(X) ou o2,

é a medida do espalhamento da sua func¢ao de distribui¢do. Ela é determinada por:

Var(X) = B[(X - E[X))?] = B[X?] - B[X]?

0 Desvio padrao — O desvio padrdo de uma varidvel aleatéria, normalmente denominado o,
é a medida do espalhamento da sua fungao de distribuigdo que é compativel com a unidade da
variavel aleatéria. Ele é determinado por:

o = 4/ Var(X)

0 Expectativas e Momentos da Distribuicao — Aqui estdo as expressoes do valor esperado
E[X], do valor esperado generalizado E[g(X)], do k-ésimo momento E[X*] e funcdo caracterfs-
tica ¥ (w) para os casos discretos e continuos:

Caso |  BIX] Blg(X)] E[XH] @)
(D) Z:vif(:m) Zg(a:i)f(;vi) Zl‘ff(mz) Zf(wi)ei‘*’"i
i=1 = — p—
(C) /_J:O If(x)dx /_;OO Q(I)f(:l:)dx /_4;:0 :L‘kf(ft)dw /_J:O f(x)eiwzdx

Remarque: on a €™ = cos(wz) + isin(wz).

0 Transformacao das variaveis aleatdrias — Sejam as varidveis X e Y ligadas por alguma
fungdo. Ao denotador fx e fy para as funcdes de distribuicdo de X e de Y respectivamente,
temos que:

fr(y) = fx (=)

da
dy

O Regra integral de Leibniz — Seja g uma funcdo de x e possivelmente de ¢, e a,b fronteiras
que podem depender de c. Temos que:

0 b ob Oa
2 (/ g(w)d:c) =2 o) - o

0 Desigualdade de Chebyshev — Seja X uma varidvel aleatéria com valor esperado u. Para
k,o > 0, temos a seguinte desigualdade:

b
g+ [ E @

1
P(X ~ | > ko) <

Variaveis aleatdrias distribuidas conjuntamente

0 Densidade condicional — A densidade condicional de X com respeito a Y, normalmente
denotada como fx |y, é definida como:

fxy(z) = fxy(@y)

Iy (y)

O Independéncia — Duas variaveis aleatérias X e Y sdo ditas independentes se:

fxvy (zy) = fx (@) fy (y)

0 Densidade marginal e distribui¢cdo cumulativa — A partir da func¢do de probabilidade
de densidade conjunta fxy, temos que:

Caso Densidade marginal Funcdo cumulativa
(D) | fx(@) =Y Fxv(@iy) Fxy(@y) =3 > fxv(@iy;)
J T; <TY; <Y
Bl * v !’ / /
©) | fx(@) :/ Ixy(zy)dy | Fxy(zy) :/ / Ixy (2'y')dz'dy

0 Coveriancia — Definimos covariancia de duas varidveis aleatérias X e Y, que chamamos de
0%+ ou mais comumente de Cov(X,Y’), como:

Cov(X,Y) £ 0%y = E[(X — ux)(Y — py)] = E[XY] - uxpy

0 Correlacdo — Dado que ox, 0y sdo os desvios padrao de X e Y, definimos a correlacido entre
as varidveis aleatérias X e Y, denominada pxy, como:

Observagio 1: é definido que para qualquer varidveis aleatdrias X, Y temos que pxy € [—1,1].
Observagao 2: Se X e Y sdo independentes, entao pxy = 0.

0 Distribuig¢ées principais — Aqui estdo as principais distribuigdes que ndo devem ser esque-
cidas:
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Tipo | Distribuicéo PDF P(w) E[X] Var(X)
n .
X ~B(n,p) | P(X=2)= x) p°¢"" | (pe + )" np npq
Binomial z € [0,n]
(D)
X ~ Po(u) P(X =2z)= 'u—'e_“ en(e’=1) I n
Poisson zeN
1 iwb _ Jiwa b b— 2
X ~Ulab) | f@) = e ath) b9
b—a (b—a)iw 2 12
Uniform x € [a,b]
2
1 _1l(z=p )
© | X~NGmo) | fl@)=—=—c* (554)7 | cionpee® |, o2
o
Gaussian zeR
_ 1 1 1
X ~Exp(A\) | f(@) =Ae " — 3 bV
Exponential z e Ry
Estimativa de parametro
0O Amostra aleatéria — Uma amostra aleatéria é uma colegdo de n varidveis aleatorias X1, ..., Xp

que sdo independentes e igualmente distribuidas com X.

0 Estimador — Um estimador é uma funcio dos dados que é usada para inferir o valor de um
parametro desconhecido em um modelo estatistico.

0 Viés — O viés de um estimador § é definido como a diferenca entre o valor esperado da
distribui¢do de 6 e o seu real valor, i.e.:

Bias(f) = E[f] — 0

Observagio: um estimador é chamado de imparcial (unbiased) quando E[0] = 6.

0 Média da amostra — A média da amostra de uma amostra aleatéria é usada para estimar
a verdadeira média p de uma distribuicao, e é denominada X e é definida como:

Observagdo: a média da amostra é imparcial, i.e E[X] = pu.
n
- 1
X =- E X;
n
i=1

0 Amostra da varidncia — A amostra da varidncia de uma amostra aleatéria é usada para
estimar a verdadeira varidncia o2 da distribuicio, e é normalmente denominada s? ou 62 e
definida por:

2

Observagio: a varidncia da amostra é imparcial, i.e E[s?] = o2.

1
s?=6%=

0 Teorema do Limite Central — Dado que temos uma amostra aleatéria X1, ..
uma determinada distribuicio com a média p e a varidncia o2, temos que:
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