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نظارت با یادگیری ١

کریمی. محمد و نوری عرفان توسط بازبینی نژاد. کاظم امیرحسین توسط فارسی به ترجمه

نظارت با یادگیری مبانی ١٫١

،{y(1), ..., y(m)} خروجی های مجموعه ی با متناظر {x(1), ..., x(m)} داده ی نمونه های از مجموعه ای گرفتن نظر در با
می گیرد. یاد را x روی از y پیش بینی که است دسته بندی ساخت هدف

: آمده اند اختصار به زیر جدول در کننده پیش بینی مدل های مختلف انواع – پیش بینی انواع r

دسته بندی (رگرسیون) وایازش

دسته پیوسته اعداد خروجی

ساده بیز پشتیبان، بردار ماشین لجستیک، وایازش خطی وایازش نمونه ها

آمده اند. اختصار به زیر جدول در مدل ها مختلف انواع – مدل نوع r

مولد مدل متمایزکننده مدل

P (y|x) نتیجه گیریِ سپس و P (x|y) تخمین P (y|x) مستقیم تخمین هدف

داده ها احتمال توزیع تصمیم گیری مرز می شود گرفته یاد که چیزی

تصویر

GDA ساده، بِیز پشتیبان بردار ماشین های وایازش ها، نمونه ها

کلی مفاهیم و نماد ها ١٫٢

نمونه هر ازای به می کنیم. انتخاب ما که است مدلی همان می شود، داده نمایش hθ با که فرضیه – (hypothesis) فرضیه r

می باشد. hθ(x(i)) مدل پیش یینی حاصل ،x(i) ورودی داده

عنوان به که L : (z,y) ∈ R × Y 7−→ L(z,y) ∈ R صورت به است تابعی خطا تابع – (loss function) خطا تابع r

خطای توابع می دهد. خروجی را دو این اختلاف و می گیرد را y حقیقی داده ی مقدار با متناظر z پیش بینی شده ی مقدار ورودی
: آمده اند زیر جدول در معمول

متقاطع آنتروپی Hinge خطای لجستیک خطای مربعات کمترین خطای

−
[

y log(z) + (1 − y) log(1 − z)
]

max(0,1− yz) log(1 + exp(−yz))
1
2

(y − z)2

عصبی شبکه ی پشتیبان بردار ماشین لجستیک وایازش خطی وایازش

تابع به توجه با و می شود استفاده مدل یک عملکرد ارزیابی برای معمولاˎ J هزینه ی تابع – (cost function) هزینه تابع r
: می شود تعریف زیر صورت Lبه خطای

J(θ) =
m∑

i=1

L(hθ(x(i)), y(i))

کاهشی گرادیان به روزرسانی رویه ی ،α ∈ R صورت به یادگیری نرخ نمایش با – (gradient descent) کاهشی گرادیان r

: است زیر شرح به می شود بیان J هزینه ی تابع و نرخ یادگیری با که
θ ←− θ − α∇J(θ)

گرادیان که حالی در می کند، به روزرسانی آموزش نمونه های تک تک اساس بر را عوامل (SGD) تصادفی کاهشی گرادیان : نکته
می دهد. انجام آموزش نمونه های از دسته ای اساس بر را کار این دسته ای کاهشی

طریق θ از بهینه عوامل کردن پیدا در θ پارامتر های با L(θ) مدل یک درست نمایی مقدار از – (likelihood) درست نمایی r
به روزرسانی ℓ(θ) = log(L(θ)) درست نمایی لگاریتم از عمل در البته می شود. استفاده مدل درست نمایی بیشینه سازی روش

: داریم می شود. استفاده است ساده تر آن

θopt = arg max
θ

L(θ)

که می کند پیدا گونه ای به را θ که است عددی روش یک نیوتن الگوریتم – (Newton’s algorithm) نیوتن الگوریتم r
: است زیر صورت به آن به روزرسانی رویه ی باشد. ℓ′(θ) = 0

θ ← θ −
ℓ′(θ)
ℓ′′(θ)

: دارد را زیر به روزرسانی قانون است، معروف نیوتون‐رافسون روش به که روش، این چندب̞عدی تعمیم : نکته
θ ← θ −

(
∇2

θℓ(θ)
)−1
∇θℓ(θ)

٢٠١٨ استنفرد٢پائیز دانشگاه



عمیدی شروین و عمیدی ماشینافشین یادگیری ‐ CS ٢٢٩

خطی مدل های ١٫٣

خطی وایازش ١٫٣٫١

y|x; θ ∼ N (µ,σ2) می کنیم فرض این جا در
راه حل یک می کند کمینه را هزینه تابع که θ از مقداری باشد، ماتریس Xیک اگر – (normal equations) نرمال معادلات r

: که طوری به دارد بسته فرم به

θ = (XTX)−1XT y

Least Mean Squares مربعات میانگین کمینه ی الگوریتم به روزرسانی رویه ی ،α با یادگیری نرخ نمایش با – LMS الگوریتم r
زیر صورت به است، معروف نیز Widrow-Hoff به روزرسانی رویه ی به که داده، mنمونه با آموزش مجموعه ی یک برای (LMS)

: بود خواهد

∀j, θj ← θj + α

m∑
i=1

[
y(i) − hθ(x(i))

]
x

(i)
j

است. کاهشی گرادیان الگوریتم از خاصی حالت به روزرسانی، رویه ی این : نکته

در که است خطی وایازش های انواع از دیگر نوعی Locally Weighted Regression یا محلی وزن دار وایازش – LWR r

زیر شکل به τ ∈ R عامل با وزن این که می دهد، w(i)(x) وزن را آموزش نمونه های از کدام هر خود هزینه ی تابع محاسبه ی
: می شود تعریف

w(i)(x) = exp
(
−

(x(i) − x)2

2τ2

)

لجستیک وایازش و دسته بندی ١٫٣٫٢

: می شود تعریف زیر صورت به است معروف هم لجستیک تابع به که g سیگموئید تابع – (sigmoid) سیگموئید تابع r

∀z ∈ R, g(z) =
1

1 + e−z
∈]0,1[

: داریم .y|x; θ ∼ Bernoulli(ϕ) که می کنیم فرض – (logistic regression) لجستیک وایازش r

ϕ = p(y = 1|x; θ) =
1

1 + exp(−θT x)
= g(θT x)

ندارد. وجود لجستیک وایازش برای بسته ای راه حل هیچ : نکته

تعمیم برای داریم خروجی کلاس ٢ از بیش که مواقعی در چنددسته ای، وایازش یا softmax وایازش – softmax وایازش r
زیر صورت به i کلاس هر برای ϕi برنولی عامل نتیجه در .θK = 0 داریم قرارداد طبق می شود. استفاده لجستیک وایازش

: بود خواهد

ϕi =
exp(θT

i x)
K∑

j=1

exp(θT
j x)

تعمیم یافته خطی مدل های ١٫٣٫٣

از استفاده با را آن ها بتوان اگر گوییم نمایی خانواده ی توزیع ها از گروهی به – (exponential family) نمایی خانواده ی r

a(η) لگاریتمی دیواره بندی تابع و ،T (y) کافی آماره ی می شود، گفته نیز پیوند تابع یا متعارف عامل معمولاˎ که ،η طبیعی عامل
: نوشت زیر صورت به

p(y; η) = b(y) exp(ηT (y)− a(η))

می شود باعث که کرد نگاه نرمال کننده عامل یک عنوان به exp(−a(η)) به می توان هم چنین .T (y) = y داریم معمولاˎ : نکته
شود. یک با برابر حتماً احتمال ها جمع

: آمده اند اختصار به زیر جدول در نمایی توزیع های رایج ترین

b(y) a(η) T (y) η توزیع

1 log(1 + exp(η)) y log
(

ϕ
1−ϕ

)
برنولی

1√
2π

exp
(
− y2

2

)
η2

2 y µ گاوسی

1
y!

eη y log(λ) پواسون

1 log
(

eη

1−eη

)
y log(1− ϕ) هندسی

دنبال به Generalized Linear Models (GLM) تعمیم یافته خطی مدل های – تعمیم یافته خطی مدل های فرضیه های r

: استوارند زیر فرض سه بر و هستند x ∈ Rn+1 از تابعی عنوان به y تصادفی متغیر پیش بینی

(1) y|x; θ ∼ ExpFamily(η) (2) hθ(x) = E[y|x; θ] (3) η = θT x

هستند. تعمیم یافته خطی مدل های از خاصی حالت های لجستیک وایازش و مربعات کمینه ی : نکته

پشتیبان بردار ماشین های ١٫۴

بیشینه را خط تا فاصله حداقل که هست خطی کردن پیدا (Support Vector Machines) پشتیبان بردار ماشین های هدف
می کند.

: که است گونه ای به h بهینه ی حاشیه ی دسته بند – بهینه حاشیه ی دسته بند r

h(x) = sign(wT x− b)

: باشد زیر بهینه سازی مساله ی برای راه حلی (w, b) ∈ Rn × R که

min
1
2
||w||2 و y(i)(wT x(i) − b) ⩾ 1
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است. شده تعریف wT x− b = 0 خط این جا در : نکته

: است زیر صورت به آن تعریف و می شود استفاده Hinge خطای تابع از پشتیبان بردار ماشین های در – Hinge خطای r

L(z,y) = [1− yz]+ = max(0,1− yz)

: می شود تعریف زیر صورت به (kernel)K هسته ی ،ϕ ویژگی های نگاشت تابع هر برای – (kernel) هسته r

K(x,z) = ϕ(x)Tϕ(z)

نوع این می گوییم. گاوسی هسته ی باشد، شده K(x,z)تعریف = exp
(
− ||x−z||2

2σ2

)
صورت به Kکه هسته ی به عمل، در

می شود. محسوب پراستفاده هسته های از یکی هسته

به نیازی آن، محاسبه ی برای واقع در که چرا می شود استفاده هسته» «حقه ی از هزینه تابع محاسبه ی برای می گوییم : نکته
K(x,z)کافیست. مقادیر دانستن تنها نداریم؛ پیچیده ست، بسیار هم مواقع بیشتر که ϕنگاشت دقیق دانستن

: می کنیم تعریف زیر صورت L(w,b)به لاگرانژی – (Lagrangian) لاگرانژی r

L(w,b) = f(w) +
l∑

i=1

βihi(w)

می گوییم. هم لاگرانژ ضرایب βi ضرایب به : نکته

مول˫د یادگیری ١٫۵
تولید را داده می توان چگونه بگیرد یاد می کند سعی P (x|y) زدن تخمین با ابتدا (generative model) مولد مدل یک

می زند. تخمین را P (y|x) بِیز، قضیه ی هم چنین و P (x|y) از استفاده با سپس کرد،

گاوسی متمایزکننده ی تحلیل ١٫۵٫١
: که طوری به x|y = 1 و x|y = 0 و y می کنیم فرض گاوسی متمایزکننده ی تحلیل در – فرضیات r

y ∼ Bernoulli(ϕ)

x|y = 0 ∼ N (µ0,Σ) و x|y = 1 ∼ N (µ1,Σ)

: آورده است اختصار به را می رسیم آن به درست نمایی تابع بیشینه کردن هنگام که تخمین هایی زیر جدول – تخمین r

Σ̂ µ̂j (j = 0,1) ϕ̂

1
m

m∑
i=1

(x(i) − µy(i) )(x(i) − µy(i) )T

∑m

i=1 1{y(i)=j}x
(i)∑m

i=1 1{y(i)=j}

1
m

m∑
i=1

1{y(i)=1}

ساده بِیز دسته بند ١٫۵٫٢

است. مستقل هم دیگر از داده نمونه ی هر خصوصیات تمام می کند فرض (Naive Bayes) ساده بِیز مدل – فرض r

P (x|y) = P (x1,x2,...|y) = P (x1|y)P (x2|y)... =
n∏

i=1

P (xi|y)

l ∈ [[1,L]] و k ∈ {0,1} که می رسد، زیر پاسخ های به درست نمایی لگاریتم بیشنه کردن – راه حل ها r

P (y = k) =
1
m
×#{j|y(j) = k} و P (xi = l|y = k) =

#{j|y(j) = k و x(j)
i = l}

#{j|y(j) = k}

می شود. استفاده گسترده صورت به هرزنامه تشخیص و متن دسته بندی مساله  های در ساده بِیز دسته بند : نکته

گروه و درخت بر مبتنی روش های ١٫۶
شوند. استفاده می توانند دسته بندی مسائل در هم و وایازش مسائل در هم روش ها این

تصمیم گیری درخت های نام با عموما ،(Classification and Regression Trees) دسته بندی و وایازش درخت های – CARTr
است. بودنشان تفسیر قابل مزیت آن ها داد. نمایش دودویی درخت هایی صورت به را آن ها می توان می شوند. شناخته

روی که تصمیم گیری درخت زیادی تعداد که است، درخت بر مبتی تکنیک یک – (random forest) تصادفی جنگل r
ساده، تصمیم گیری درخت برخلاف تصادفی جنگل روش می گیرد. کار به را ساخته شده اند، خصوصیات از تصادفی مجموعه هایی

شود. تبدیل محبوبی الگوریتم به است شده باعث آن خوب عموماً عمکرد البته است تفسیر قابل غیر بسیار
است. گروهی» «روش های انواع از یکی تصادفی جنگل : نکته

آن هاست. از قوی مدل یک ساخت و ضعیف مدل چند ترکیب ترقی دادن روش های اصلی ایده ی – (boosting) ترقی دادن r
: آمده اند زیر جدول در خلاصه صورت به آن اصلی انواع
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(Gradient boosting) گرادیانی ترقی دادن (Adaptive boosting) سازگارشونده ترقی دادن

می یابند آموزش خطاها باقی روی ضعیف مدل چند مرحله ی در تا می گیرد نظر در بالایی وزن  خطاها برای
یابد. بهبود مدل ترقی دادن، بعدیِ

عاملی غیر رویکرد های سایر ١٫٧

k-NN - k-nearest با عموماً که نزدیک k−همسایه ی الگوریتم – (k-nearest neighbors) نزدیک k‐همسایه ی r
مجموعه در آن kهمسایه ی روی از داده نمونه هر به مدل پاسخ که است غیرعاملی الگوریتم یک می شود، شناخته نیز neighbors

می شود. استفاده وایازش در هم و دسته بندی در هم الگوریتم این می شود. تعیین آموزش دادگان
شد. خواهد بیشتر مدل واریانس باشد کوچکتر چه هر و بود، خواهد بیشتر مدل پیش قدر باشد برزرگ تر k پارامتر هرچه : نکته

یادگیری نظریه ١٫٨
: داریم باشد، رخداد عدد k ،A1, ..., Ak اگر – اجتماع کران r

P (A1 ∪ ... ∪Ak) ⩽ P (A1) + ...+ P (Ak)

و یکسان توزیع با مستقل تصادفی متغیر عدد m ،Z1, .., Zm اگر – (Hoeffding inequality) هوفدینگ نامساوی r

: داریم باشد، ثابت γ > 0 و آن ها میانگین ϕ̂ هم چنین و باشند ϕ پارامتر با برنولی توزیع از نمونه برداری شده

P (|ϕ− ϕ̂| > γ) ⩽ 2 exp(−2γ2m)

است. معروف نیز چرنوف کران به نامساوی این : نکته

: می شود تعریف زیر صورت به تجربی)، خطای همان (یا ϵ̂(h) آموزش خطای ،h دسته بند هر ازای به – آموزش خطای r

ϵ̂(h) =
1
m

m∑
i=1

1{h(x(i) )̸=y(i)}

نتایج آن ذیل در که است چارچوبی – (Probably Approximately Correct - PAC) درست تقریباً احتمالاˎ r

: دارد بر در را زیر فرض های و است شده اثبات یادگیری نظریه در متعددی
هستند. توزیع یک از آزمایش مجموعه ی و آموزش مجموعه ی •

شده اند. انتخاب یکدیگر از مستقل آموزشی نمونه های •

Hمجموعه ی دسته بندهایHمی گوییم، از مجموعه ای Sو = {x(1),...,x(d)}مجموعه ی برای – (shattering) شدن خرد r

: باشیم داشته {y(1), ..., y(d)} برچسب های از مجموعه ای هر ازای به اگر می کند خرد اصطلاحاً را S

∃h ∈ H, ∀i ∈ [[1,d]], h(x(i)) = y(i)

mثابت و δ و باشد |H| = k که طوری به باشد (دسته بندها) ها فرضیه از متناهی مجموعه ی Hیک اگر – بالا کران قضیه ی r
: داریم 1− δ حداقل احتمالِ با آنگاه باشند،

ϵ(̂h) ⩽
(

min
h∈H

ϵ(h)
)

+ 2

√
1

2m
log
(2k
δ

)
VC(H) با Hکه (دسته بندها) فرضیه ها از نامتناهی مجموعه ی هر برای (Vapnik-Chervonenkis - VC) ب̞عد – VC ب̞عد r

کرد. خرد را Hآن  از استفاده با می توان که مجموعه  ای بزرگ ترین اندازه ی با است برابر می شود، داده نمایش
است. ٣ با Hبرابر = بعد} ٢ در خطی دسته بندهای {همه ی مجموعه ی VC : ب̞عد نکته

حداقل احتمالِ با باشد، آموزشی نمونه های mتعداد هم چنین و VC(H) = d که طوری Hبه ازای به – (Vapnik) قضیه r

: داریم 1− δ

ϵ(̂h) ⩽
(

min
h∈H

ϵ(h)
)

+O

(√
d

m
log
(
m

d

)
+

1
m

log
(1
δ

))

٢٠١٨ استنفرد۵پائیز دانشگاه



عمیدی شروین و عمیدی ماشینافشین یادگیری ‐ CS ٢٢٩

نظارت بدون یادگیری ٢

کریمی. محمد توسط بازبینی نوری. عرفان توسط فارسی به ترجمه

نظارت بدون یادگیری مبانی ٢٫١

{x(1),...,x(m)}برچسب بدون داده های در پنهان الگوهای کشف unsupervised learning نظارت بدون یادگیری از هدف – انگیزه r
است.

صورت این در باشد. تصادفی متغیر یک X و محدب تابعی f کنید فرض – (Jensen’s inequality) ینسن نابرابری r
: داریم را زیر نابرابری

E[f(X)] ⩾ f(E[X])

خوشه بندی ٢٫٢

ریاضی امید بیشینه سازی ٢٫٢٫١
تخمین مسائل که هستند مشاهده نشده ای یا پنهان متغیرهای نهفته متغیرهای – (latent variables) نهفته متغیرهای r

: آمده اند زیر در دارند وجود نهفته متغیرهای آن ها در که معمول شرایط می شوند. داده نمایش z با معمولاˎ و می کنند، دشوار را

توضیحات x|z z نهفته ی متغیر موقعیت

µj ∈ Rn, ϕ ∈ Rk N (µj ,Σj) Multinomial(ϕ) گاوسی توزیع k ترکیب

µj ∈ Rn N (µ+ Λz,ψ) N (0,I) عامل تحلیل

پارامتر تخمین برای بهینه روشی (Expectation-Maximization - EM) ریاضی امید بیشینه سازی الگوریتم – الگوریتم r
(مرحله ی درستی برای پایین کران یک آوردن دست به مرحله ی تکرار با کار این می دهد. قرار اختیار در بشینه درستی تخمین θ

: می شود انجام زیر توضیح طبق بیشینه سازی) (مرحله ی پایین کران آن بهینه سازی همچنین و ریاضی) امید
محاسبه زیر صورت به باشد z(i) خوشه ی به متعلق x(i) داده نمونه هر Qi(z(i))که پسین : احتمال ریاضی امید مرحله ی •

: می شود

Qi(z(i)) = P (z(i)|x(i); θ)

داده ی نمونه های برای خوشه ها به وابسته وزن های عنوان Qi(z(i))به پسین احتمالات از استفاده با : بیشینه سازی مرحله ی •

: می شوند زده تخمین دوباره زیر، توضیح طبق خوشه ها، از کدام هر به مربوط مدل ،x(i)

θi = argmax
θ

∑
i

ˆ
z(i)

Qi(z(i)) log
(
P (x(i),z(i); θ)
Qi(z(i))

)
dz(i)

k−میانگین خوشه بندی ٢٫٢٫٢

است. j خوشه ی مرکز µj و i داده ی نمونه خوشه ی c(i) که کنید توجه
تا را زیر مراحل k−میانگین الگوریتم ،µ1,µ2,...,µk ∈ Rn خوشه ه مراکز تصادفی اولیه ی مقداردهی از بعد – الگوریتم r

: می کند تکرار هم گرایی

c(i) = arg min
j

||x(i) − µj ||2 و µj =

m∑
i=1

1{c(i)=j}x
(i)

m∑
i=1

1{c(i)=j}

صورت به که (distortion function) اعوجاج تابع به است، رسیده هم گرایی به الگوریتم اینکه تشخیص برای – اعوجاج تابع r
: می کنیم رجوع می شود تعریف زیر

J(c,µ) =
m∑

i=1

||x(i) − µc(i) ||2

سلسله مراتبی خوشه بندی ٢٫٢٫٣
می کند. ایجاد پی در پی صورت به را تودرتو خوشه های که است تجمعی سلسله مراتبی خوشه بندی الگوریتم یک – الگوریتم r

مختلفی هدف توابع بهینه سازی دنبال به کدام هر که دارند وجود سلسله مراتبی خوشه بندی الگوریتم مختلفی انواع – انواع r

: آمده اند اختصار به زیر جدول در که هستند،

(Complete) کامل پیوند (Average) میانگین پیوند (Ward) بخشی پیوند

هر بین فاصله حداکثر کمینه کردن بین میانگین فاصله ی کمینه کردن خوشه درونِ فاصله ی کمینه کردن
خوشه جفت دو خوشه جفت دو هر

خوشه بندی ارزیابی معیارهای ٢٫٢٫۴

اطلاعاتی نظارتی یادگیری حالت برخلاف زیرا است، دشواری کار مدل یک ارزیابی معمولاˎ نظارت، بدون یادگیری وضعیت یک در
نداریم. داده ها حقیقی برچسب های مورد در

دیگر نمونه های همه ی با نمونه یک فاصله ی میانگین عنوان به aنمایش با – (Silhouette coefficient) نیم رخ ضریب r

نیم رخ ضریب خوشه، نزدیک ترین از دیگر نمونه های همه ی با نمونه یک فاصله ی میانگین عنوان به bنمایش با و کلاس، همان در
: می شود تعریف زیر صورت به s
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s =
b− a

max(a,b)

و Bk خوشه ای درون پراکندگی ماتریس خوشه ها، تعداد عنوان به k گرفتن نظر در با – Calinski-Harabaz شاخص r
: می شوند تعریف زیر صورت Wkبه میان خوشه ای پراکندگی ماتریس

Bk =
k∑

j=1

nc(i) (µc(i) − µ)(µc(i) − µ)T , Wk =
m∑

i=1

(x(i) − µc(i) )(x(i) − µc(i) )T

گونه ای به می کند، مشخص را خود خوشه های چگونه خوشه بندی مدل یک که می کند بیان s(k) Calinski-Harabaz شاخص
زیر صورت به شاخص این بود. خواهند تفکیک یافته تر هم از و متراکم تر خوشه ها باشد، بیشتر شاخص این مقدار چقدر هر که

: می شود تعریف

s(k) =
Tr(Bk)
Tr(Wk)

×
N − k
k − 1

ابعاد کاهش ٢٫٣

اصلی مولفه های تحلیل ٢٫٣٫١
کند. تصویر جهت ها آن در را داده ها تا می کند پیدا واریانس حداکثر با را جهت هایی که است ابعاد کاهش برای روشی

Aماتریس ویژه ی مقدار λ ،A ∈ Rn×n دلخواه ماتریس برای – (eigenvalue, eigenvector) ویژه بردار ویژه، مقدار r
: که طوری به می گویند، ویژه بردار آن به که z ∈ Rn\{0} بردار باشد داشته وجود اگر است

Az = λz

یک صورتAتوسط این در باشد، Aمتقارن اگر Aباشد. ∈ Rn×n کنید فرض – (spectral theorem) طیفی قضیه ی r

: داریم Λ = diag(λ1,...,λn) نمایش با است. Uقطری پذیر ∈ Rn×n متعامد حقیقی ماتریس

∃Λ diagonal, A = UΛUT

دارد. ماتریسAنام اصلی ویژه ی بردار ویژه، مقدار بزرگ ترین با متناظر ویژه ی بردار : نکته

کردن بیشینه با بعدی −k فضای در را داده ها که است ابعاد کاهش روش یک اصلی مولفه های تحلیل رویه ی – الگوریتم r
: می کند تصویر زیر صورت به داده ها، واریانس

باشند. داشته ١ معیار انحراف و ٠ میانگین که می شوند نرمال سازی گونه ای به داده ها : ١ مرحله ی •

x
(i)
j ←

x
(i)
j − µj

σj
و µj =

1
m

m∑
i=1

x
(i)
j و σ2

j =
1
m

m∑
i=1

(x(i)
j − µj)2

محاسبه است حقیقی ویژه ی مقادیر با متقارن ماتریسی که ،Σ =
1
m

m∑
i=1

x(i)x(i)T ∈ Rn×n مقدار : ٢ مرحله ی •

می شود.
بردارهای این می شوند. محاسبه هستند Σ متعامد اصلی ویژه ی بردارهای k که u1, ..., uk ∈ Rn بردارهای : ٣ مرحله ی •

هستند. مقدار بزرگ ترین با ویژه مقدار k با متناظر ویژه

دست به k−بعدی فضای در را واریانس رویه این می شوند. تصویر spanR(u1,...,uk) فضای روی بر داده ها : ۴ مرحله ی •

می کند. بیشینه آمده

مستقل مولفه های تحلیل ٢٫٣٫٢
می رود. کار به داده مولد منابع کردن پیدا برای که است روشی

تصادفی متغیرهای ها si که است، شده تولید s = (s1,...,sn) n−بعدی بردار داده یxتوسط که می کنیم فرض – فرضیه ها r
زیر صورت به A ترکیب کننده ی و معکوس پذیر ماتریس یک وسیله ی به منبع بردار طریق از داده تولید این و هستند، مستقل

: می گیرد انجام
x = As

Wاست. = A−1 ضدترکیب ماتریس کردن پیدا هدف

: می کند پیدا زیر مراحل در Wرا ضدترکیب ماتریس الگوریتم این – Sejnowski و Bell مستقل مولفه های تحلیل الگوریتم r
: می شود نوشته زیر صورت به x = As = W−1s احتمال •

p(x) =
n∏

i=1

ps(wT
i x) · |W |

: می شود نوشته زیر صورت به {x(i), i ∈ [[1,m]]}داده های به توجه با درست نمایی لگاریتم ،g با سیگموئید تابع نمایش با •

l(W ) =
m∑

i=1

(
n∑

j=1

log
(
g′(wT

j x
(i))
)

+ log |W |

)

به روزرسانی برای که است گونه ای x(i)به آموزش داده های از نمونه هر برای افزایشی تصادفی گرادیان یادگیری رویه ی بنابراین،
: Wداریم

W ←−W + α




1− 2g(wT
1 x

(i))
1− 2g(wT

2 x
(i))

...
1− 2g(wT

n x
(i))

x(i)T + (WT )−1


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عمیق یادگیری ٣

نوری. عرفان و کریمی محمد توسط بازبینی الیستر. توسط فارسی به ترجمه

عصبی شبکه های ٣٫١
شبکه های دارند). لایه چند (ساختاری میشوند ساخته لایه بندی با که هستند مدل هایی از دسته ای عصبی شبکه های

هستند. عصبی شبکه های رایج انواع (RNN) بازگشتی عصبی شبکه های و ((CNN) (کانولوشنی پیچشی عصبی

: است شده توصیف زیر شکل در عصبی شبکه های در معماری واژه – معماری r

: داریم لایه، آن پنهان jام واحد عنوان به j و iام لایه عنوان به iنمایش با

z
[i]
j = w

[i]
j

T
x+ b

[i]
j

هستند. لایه خروجی و پیش قدر، وزن، z و ،b ،w ترتیب به که

مدل به خطی غیر پیچیدگی معرفی برای پنهان واحد انتهای در فعال سازی توابع – (activation function) فعال سازی تابع r

: است شده داده نمایش آنها رایج ترین اینجا در می شوند. استفاده

Leaky ReLU ReLU Tanh Sigmoid

g(z) = max(ϵz,z) g(z) = max(0,z) g(z) =
ez − e−z

ez + e−z
g(z) =

1
1 + e−z

ϵ≪ 1 با

L(z,y) متقاطع آنتروپی خطای تابع از عموما عصبی، شبکه های مضمون در – (cross-entropy loss) متقاطع آنتروپی خطای r
: می شود تعریف زیر صورت به که می شود استفاده

L(z,y) = −
[
y log(z) + (1− y) log(1− z)

]
سرعت بیانگر و می شود داده نمایش η نماد با اوقات گاهی αو نماد با اغلب یادگیری نرخ – (learning rate) یادگیری نرخ r

نام Adam حاضر حال روش محبوب ترین کند. تغییر سازگارشونده به یا ثابت مقداری میتواند که است وزن ها بروزرسانی (گام)
می کند. تنظیم آموزش فرآیند حین در را یادگیری نرخ که است متدی دارد،

خروجی و واقعی خروجی به توجه با وزن ها بروزرسانی برای روشی معکوس انتشار – (backpropagation) معکوس انتشار r
: است زیر شکل به و می شود محاسبه زنجیری قاعده ی wتوسط وزن به نسبت مشتق است. عصبی شبکه ی در انتظار مورد

∂L(z,y)
∂w

=
∂L(z,y)
∂a

×
∂a

∂z
×
∂z

∂w

: می شود بروز رسانی زیر صورت به وزن نتیجه، در

w ←− w − η
∂L(z,y)
∂w

: می شوند بروزرسانی زیر صورت به وزن ها عصبی، شبکه ی یک در – وزن ها بروزرسانی r

می کنیم. تهیه را آموزشی داده های از دسته یک : ١ گام •

می کنیم. اجرا مربوطه خطای آوردن بدست برای را مستقیم انتشار الگوریتم : ٢ گام •

بیایند. دست به گرادیان ها تا می دهیم معکوس انتشار را خطا : ٣ گام •

می کنیم. استفاده شبکه وزن های بروزرسانی برای گرادیان ها از : ۴ گام •

تصادفی حذف با آموزشی داده های روی بر بیش برازش از جلوگیری برای روش یک برون اندازی – (dropout) برون اندازی r
می شوند. حفظ 1− p احتمال با یا حذف p احتمال با واحدها عمل، در است. عصبی شبکه ی یک در واحدها

پیچشی عصبی شبکه های ٣٫٢
صفر، حاشیه ی Pاندازه ی کانولوشنی، لایه ی نورون های Fاندازه ورودی، توده ی Wاندازه نمایش با – کانولوشنی لایه الزامات r

: با است برابر می گیرند قرار شده داده توده ی در Nکه نورون های تعداد

N =
W − F + 2P

S
+ 1

در می کند نرمال را {xi} دسته ی که β و γ فراعامل های از مرحله یک – (batch normalization) دسته ای نرمال سازی r

: است زیر صورت به که دارد اشاره کنیم اصلاح را آن میخواهیم که دسته ای واریانس و میانگین µBبه , σ
2
B است.نماد آمده زیر

xi ←− γ
xi − µB√
σ2

B + ϵ
+ β

یادگیری نرخ از استفاده امکان و می شود اعمال غیرخطی لایه ی یک از قبل و کانولوشنی لایه ی یا تمام متصل لایه ی یک از بعد معمولا
یابد. کاهش اولیه مقداردهی به مدل شدید وابستگی که می شود باعث همچنین و می دهد را بالاتر

بازگشتی عصبی شبکه های ٣٫٣
: آمده اند زیر در برمی خوریم آنها به معمولی بازگشتی عصبی شبکه ی یک در که دروازه هایی مختلف انواع – دروازه ها انواع r

خروجی دروازه ی دروازه فراموشی دروازه ی ورودی دروازه ی

کند؟ آشکار سلول برای مقدار چه بنویسد؟ سلول در مقدار چه خیر؟ یا کند پاک را سلول خیر؟ یا بنویسد سلول در

شدن ناپدید مشکل که است RNN مدل های از نوع یک (LSTM) طولانی کوتاه ‐مدت حافظه ی شبکه ی یک – LSTM r

می کند. حل فراموشی» «دروازه ی کردن اضافه با را گرادیان شدن) (صفر
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کنترل و تقویتی یادگیری ٣٫۴
یابد. تکامل چگونه محیط یک در بگیرد یاد که است این عامل یک برای تقویتی یادگیری هدف

اختصار (به مارکوف تصمیم گیری فرآیند یک – (Markov Decision Processes) مارکوف تصمیم گیری فرایندهای r
: که طوری به است (S,A,{Psa},γ,R) پنج تایی شامل (MDP

است حالات مجموعه ی S •

است کنش ها از Aمجموعه ای •

هستند. a ∈ A و s ∈ S هر برای وضعیت انتقال احتمالات {Psa} •

است. تخفیف ضریب γ ∈ [0,1[ •

بکند. بیشینه را آن دارد سعی الگوریتم که است پاداشی Rتابع : S −→ R Rیا : S ×A −→ R •

می کند. نگاشت کنش ها به را حالات که π : S −→ Aاست تابعی π خط مشی یک – (policy) خط مشی r

کنیم. اجرا را a = π(s) کنش sوضعیت ازای به اگر هستیم π خط مشی اجرای حال در ما می گوییم : نکته

: می کنیم تعریف زیر صورت به را V π ارزش تابع ، sوضعیت و π سیاست برای – (value function) ارزش تابع r

V π(s) = E

[
R(s0) + γR(s1) + γ2R(s2) + ...|s0 = s,π

]
مشخص π∗ بهینه ی خط مشی به مربوط V π∗ ارزش تابع بهینه ی بلمن معادله ی – (Bellman equation) بلمن معادله ی r

: می کند

V π∗
(s) = R(s) + max

a∈A
γ
∑
s′∈S

Psa(s′)V π∗
(s′)

: که است صورت این sوضعیت برای π∗ بهینه ی سیاست : نکته

π∗(s) = argmax
a∈A

∑
s′∈S

Psa(s′)V ∗(s′)

: دارد گام دو ارزش تکرار الگوریتم – ارزش تکرار الگوریتم r

: می کنیم اولیه مقداردهی را ارزش •

V0(s) = 0

: می کنیم تکرار قبلی ارزش های به توجه با را ارزش •

Vi+1(s) = R(s) + max
a∈A

[∑
s′∈S

γPsa(s′)Vi(s′)

]

: است زیر صورت به وضعیت انتقال احتمالات برای بیشینه درست نمایی تخمین های – بیشینه درست نمایی تخمین r

Psa(s′) =
شد s′ وضعیت به رفتن به منجر و شد انتخاب sوضعیت در aکنش که دفعاتی

شد. اجرا sوضعیت در aکنش که دفعاتی

انجام زیر صورت به که Qاست تخمین برای مدل بدون تقویتی یادگیری از Qنوعی یادگیری – (Q-learning)Q یادگیری r
: می شود

Q(s,a)← Q(s,a) + α

[
R(s,a,s′) + γmax

a′
Q(s′,a′)−Q(s,a)

]
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ماشین یادگیری ترفندهای و نکات ۴

کریمی. محمد و نوری عرفان توسط بازبینی رضا. محمد و الیستر توسط فارسی به ترجمه

دسته بندی معیارهای ۴٫٠٫١

آمده اند. زیر در مدل عملکرد ارزیابی منظور به و دوتایی دسته بندی زمینه ی در پیگیری برای مهم و اساسی معیارهای

ارزیابی در جامع تر تصویری به یافتن دست برای درهم ریختگی ماتریس از – (confusion matrix) درهم ریختگی ماتریس r
: می شود تعریف زیر بصورت ماتریس این می شود. استفاده مدل عملکرد

پیش بینی شده دسته
– +

واقعی دسته

FN TP
False Negatives +

True Positives
Type II error

TN FP
False Positives –

True Negatives
Type I error

می شوند. برده بکار دسته بندی مدل های عملکرد ارزیابی برای معمولا زیر معیارهای – اصلی معیارهای r

تفسیر فرمول معیار

مدل کلی عملکرد TP + TN
TP + TN + FP + FN

صحت
(Accuracy)

هستند دقیق چقدر مثبت پیش بینی های TP
TP + FP

دقت
(Precision)

واقعی مثبت نمونه ی پوشش TP
TP + FN

فراخوانی
(Recall)

واقعی منفی نمونه ی پوشش TN
TN + FP

ویژگی
(Specificity)

نامتوازن دسته های برای مفید ترکیبی معیار 2TP
2TP + FP + FN

F1 score

مقادیر تغییر با و FPR ازای به TPR تصویر می شود شناخته نیز ROC عنوان تحت که گیرنده عملیاتی منحنی – ROC r
: شده اند آورده زیر جدول در خلاصه بصورت معیارها این است. آستانه

معادل فرمول معیار

فراخوانی TP
TP + FN

True Positive Rate
TPR

ویژگی‐١ FP
TN + FP

False Positive Rate
FPR

در که ROC منحنی زیر مساحت می شود، شناخته نیز AUROC یا AUC با که گیرنده، عملیاتی منحنی زیر ناحیه ی – AUC r
: است شده داده نشان زیر شکل

وایازش معیارهای ۴٫٠٫٢

: می گیرند قرار استفاده مورد مدل عملکرد ارزیابی برای زیر معیارهای ،f وایازش مدل به توجه با – ابتدایی معیارهای r

مربعات مجموع باقی مانده ی شده داده توضیح مربعات مجموع مربعات کل مجموع

SSres =
m∑

i=1

(yi − f(xi))2 SSreg =
m∑

i=1

(f(xi)− y)2 SStot =
m∑

i=1

(yi − y)2

اندازه چه به مدل که است این سنجش برای معیاری می شود، داده نمایش هم r2 R2یا با که تعیین، ضریب – تعیین ضریب r
: می شود تعریف زیر صورت به و کند، تکرار را مشاهده شده نتایج می تواند

R2 = 1−
SSres
SStot

نظر در که n متغیرهای تعداد گرفتن نظر در با وایازش مدل های عملکرد ارزیابی برای معمولا زیر معیارهای از – اصلی معیارهای r
: می شود استفاده می گیرند،

AdjustedR2 BIC AIC Mallow’s Cp

1−
(1−R2)(m− 1)

m− n− 1
log(m)(n + 2) − 2 log(L) 2

[
(n + 2) − log(L)

] SSres + 2(n+ 1)σ̂2

m

است. پاسخ ها از یک هر به مربوط واریانس از تخمینی σ̂2 و Lدرست نمایی که
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مدل انتخاب ۴٫١

: می کنیم مشخص زیر صورت به را داده ها از مختلف بخش سه مدل، انتخاب هنگام – واژگان r

(Testing) آزمایش مجموعه (Validation) اعتبارسنجی مجموعه (Training) آموزش مجموعه

می کند پیش بینی مدل ‐ است شده ارزیابی مدل ‐ است شده داده آموزش مدل ‐
نشده دیده داده های ‐ داده ها مجموعه از درصد ٢٠ معمولا ‐ داده ها مجموعه از درصد ٨٠ معمولا ‐

بیرون مجموعه عنوان تحت همچنین مجموعه این ‐
شود می شناخته نیز توسعه یا نگه داشته شده

آزمایش نشده دیده دادگان مجموعه روی بر و می شود داده آموزش داده ها مجموعه کل روی شد، انتخاب مدل اینکه از بعد
: آمده اند زیر شکل در مراحل این می شود.

برای روشی از است عبارت می شود، نامیده نیز CV که متقاطع، اعتبارسنجی – (cross-validation) متقاطع اعتبارسنج r

: شده اند ارائه زیر جدول در خلاصه بصورت مختلف انواع نمی کند. تکیه اولیه آموزش مجموعه ی به حد از بیش که مدلی انتخاب

Leave-p-out k-fold

و مشاهده n− p روی بر آموزش ‐ و دیگر بخش k − 1 روی بر آموزش ‐
باقی مانده مشاهده ی p روی بر ارزیابی باقی مانده بخش روی بر ارزیابی
می شود گفته تک مورد حذف عنوان تحت p = 1 مورد ‐ 10 یا k = 5 معمولا ‐

می کند تقسیم بخش k به را آموزشی داده های که می شود نامیده k−بخشی متقاطع سنجی اعتبار استفاده، مورد روش رایج ترین
می کند. تکرار بار k را عمل این و دهد، آموزش دیگر بخش k− 1 روی را مدل حال عین در و شود ارزیابی بخش یک روی مدل تا

میشود. نامیده متقاطع اعتبارسنجی خطای که می شود محاسبه بخش k روی بر خطا میانگین سپس

نتیجه در و است مدل توسط داده ها به بیش برازش از جلوگیری نظام بخشی رویه ی از هدف – (regularization) نظام بخشی r
: می دهد ارائه را نظام بخشی متداول روش های انواع از خلاصه ای زیر جدول است. طرف بالا واریانس مشکل با

Elastic Net Ridge LASSO

کوچک ضرایب و متغیر انتخاب بین می کند کوچکتر را ضرایب می دهد کاهش ٠ تا را ضرایب ‐
می کند مصالحه است مناسب متغیر انتخاب برای ‐

...+ λ

[
(1− α)||θ||1 + α||θ||22

]
...+ λ||θ||22 ...+ λ||θ||1

λ ∈ R, α ∈ [0,1] λ ∈ R λ ∈ R

عیب شناسی ۴٫٢

نمونه برای می کنیم تلاش که است صحیح مدل و انتظار مورد پیش بینی بین اختلاف مدل پیش قدر – (bias) پیش قدر r
کنیم. پیش بینی داده شده داده های

است. داده شده داده های نمونه برای مدل پیش بینی تنوع مدل یک واریانس – (variance) واریانس r

واریانس باشد پیچیده تر مدل چه هر و بود، خواهد بیشتر پیش قدر باشد، ساده تر مدل چقدر هر – پیش قدر/واریانس تعادل r
شد. خواهد بیشتر

Overfitting Just right Underfitting

کم بسیار آموزش خطای ‐ از کمتر کمی آموزش خطای ‐ آموزش بالای خطای ‐
کم تر بسیار آموزش خطای ‐ آزمایش خطای به نزدیک آموزش خطای ‐ علائم

آزمایش خطای از آزمایش خطای
بالا واریانس ‐ زیاد پیش قدر ‐

وایازش نمایش
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دسته بندی نمایش

عمیق یادگیری نمایش

دهید انجام نظام بخشی ‐ کنید پیچیده تر را مدل ‐
بیشتری داده های ‐

کنید گردآوری
اضافه بیشتری ویژگی های ‐

کنید
احتمالی اصلاحات

آموزش طولانی تری مدت ‐
دهید

صحیح مدل های و کنونی مدل های بین عملکرد در اختلاف اصلی علت بررسی به خطا تحلیل – (error analysis) خطا تحلیل r
می پردازد.

پایه مدل های و کنونی مدل های بین اختلاف اصلی علت بررسی به تقطیعی تحلیل – (ablative analysis) تقطیعی تحلیل r
می پردازد.

احتمالات و آمار ۵

کریمی. محمد توسط بازبینی نوری. عرفان توسط فارسی به ترجمه

ترکیبیات و احتمالات بر مقدمه ای ۵٫١
می شود. داده نمایش S با که گویند آزمایش آن نمونه ی فضای را آزمایش یک پیشامدهای همه ی مجموعه ی – نمونه فضای r

از مجموعه ای رخداد یک دیگر، عبارت به می شود. گرفته نظر در رخداد یک نمونه فضای از E زیرمجموعه ی هر – رخداد r
Eاتفاق رخداد که می گوییم حالت این در Eباشد، مجموعه ی از عضوی آزمایش یک پیشامد اگر است. آزمایش یک پیشامدهای

است. افتاده

Eمی باشد. رخداد افتادن اتفاق احتمال P (E) ،E رخداد هر برای – احتمالات موضوعه ی اصول r

(1) 0 ⩽ P (E) ⩽ 1 (2) P (S) = 1 (3) P

(
n∪

i=1

Ei

)
=

n∑
i=1

P (Ei)

است P (n, r) جایگشت ها چنین این تعداد است. خاص ترتیب یک با شی n از شی r از چیدمانی جایگشت یک – جایگشت r
: می شود تعریف زیر صورت به که

P (n, r) =
n!

(n− r)!

ترکیب ها چنین این تعداد باشد. نداشته اهمیتی ترتیب که طوری به است، شی n از شی r از چیدمانی ترکیب یک – ترکیب r
: می شود تعریف زیر صورت به که ,C(nاست r)

C(n, r) =
P (n, r)
r!

=
n!

r!(n− r)!

.P (n,r) ⩾ C(n,r) داریم ،0 ⩽ r ⩽ n برای : نکته

شرطی احتمال ۵٫٢
: داریم P (B) > 0 که طوری Bبه Aو رخدادهای –برای بیز قضیه ی r

P (A|B) =
P (B|A)P (A)

P (B)

.P (A ∩B) = P (A)P (B|A) = P (A|B)P (B) داریم  : نکته

یک {Ai} می گوییم صورت این در .Ai ̸= ∅ ،i باشیم داشته i هر ازای به {Ai, i ∈ [[1,n]]} برای می کنیم فرض – افراز r
: اگر است افراز

∀i ̸= j, Ai ∩Aj = ∅ و
n∪

i=1

Ai = S

.P (B) =
n∑

i=1

P (B|Ai)P (Ai) داریم نمونه فضای Bدر رخداد هر برای : نکته

: داریم صورت این در باشید. نمونه فضای از افراز یک {Ai, i ∈ [[1,n]]} می کنیم فرض – بیز قضیه ی تعمیم r
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P (Ak|B) =
P (B|Ak)P (Ak)
n∑

i=1

P (B|Ai)P (Ai)

: باشیم داشته اگر فقط و اگر هستند Bمستقل Aو رخداد دو – استقلال r

P (A ∩B) = P (A)P (B)

تصادفی متغیرهای ۵٫٣

اعداد به را نمونه فضای عضو هر که است تابع یک می شود، داده Xنمایش با معمولاˎ که تصادفی، متغیر یک – تصادفی متغیر r

می کند. نگاشت حقیقی

و lim
x→−∞

F (x) = 0 آن برای و است غیرنزولی اکیدا و یکنوا تابعی که ،F تجمعی توزیع تابع – (CDF) تجمعی توزیع تابع r

: می شود تعریف زیر صورت به می کنید، صدق lim
x→+∞

F (x) = 1

F (x) = P (X ⩽ x)

.P (a < X ⩽ B) = F (b)− F (a) داریم : نکته

این همجوار تحقق دو بین Xمقداری تصادفی متغیر که است آن احتمال f احتمال چگالی تابع – (PDF) احتمال چگالی تابع r

بگیرد. را تصادفی متغیر

گرفت. نظر در پیوسته حالت و گسسته حالت مورد در باید که هستند مهمی ویژگی های زیر موارد – CDF و PDF بین ارتباط r

PDF ویژگی های f PDF F CDF حالت

0 ⩽ f(xj) ⩽ 1 و
∑

j

f(xj) = 1 f(xj) = P (X = xj) F (x) =
∑
xi⩽x

P (X = xi) (D)

f(x) ⩾ 0 و
ˆ +∞

−∞
f(x)dx = 1 f(x) =

dF

dx
F (x) =

ˆ x

−∞
f(y)dy (C)

توزیع تابع یک پراکندگی از میزانی می شود، داده σ2نمایش یا Var(X) با معمولاˎ که تصادفی، متغیر یک واریانس – واریانس r

: می آید دست به زیر صورت به واریانس مقدار است.

Var(X) = E[(X − E[X])2] = E[X2]− E[X]2

با که است توزیع تابع یک پراکندگی از میزانی می شود، داده نمایش σ با که تصادفی، متغیر یک معیار انحراف – معیار انحراف r

: می آید دست به زیر صورت به آن مقدار است. هم واحد تصادفی متغیر

σ =
√

Var(X)

k−مین ،E[g(X)] یافته تعمیم ریاضی امید ،E[X] ریاضی امید به مربوط عبارت های – توزیع یک گشتاورهای و ریاضی امید r

: هستند زیر صورت به گسسته و پیوسته حالات ψ(ω)برای ویژگی تابع و ،E[Xk] گشتاور

ψ(ω) E[Xk] E[g(X)] E[X] حالت
n∑

i=1

f(xi)eiωxi

n∑
i=1

xk
i f(xi)

n∑
i=1

g(xi)f(xi)
n∑

i=1

xif(xi) (D)

ˆ +∞

−∞
f(x)eiωxdx

ˆ +∞

−∞
xkf(x)dx

ˆ +∞

−∞
g(x)f(x)dx

ˆ +∞

−∞
xf(x)dx (C)

.eiωx = cos(ωx) + i sin(ωx) : داریم نکته

توزیع تابع نمایش با هستند. مرتبط هم به تابعی توسط Y Xو تصادفی متغیرهای کنید فرض – تصادفی متغیرهای تبدیلات r
: داریم fY و fX با Y Xو تصادفی متغیرهای

fY (y) = fX(x)
∣∣∣dx
dy

∣∣∣
c مقدار به وابسته آن ها مقدار که باشند کران هایی b و a و باشد، c و x از تابعی g کنید فرض – لایبنیتس انتگرال قضیه ی r

: داریم باشد.

∂

∂c

(ˆ b

a
g(x)dx

)
=
∂b

∂c
· g(b)−

∂a

∂c
· g(a) +

ˆ b

a

∂g

∂c
(x)dx

: داریم را زیر نابرابری k > 0 هر برای .σ معیار انحراف و µ ریاضی امید با تصادفی Xمتغیری کنید فرض – چبیشف نابرابری r

P (|X − µ| ⩾ kσ) ⩽ 1
k2

مشترک توزیع با تصادفی متغیرهای ۵٫۴

: می شود تعریف زیر صورت به می شود، داده نمایش fX|Y با معمولاˎ که ،Y به Xنسبت شرطی چگالی – شرطی چگالی r

fX|Y (x) =
fXY (x,y)
fY (y)

: باشیم داشته اگر هستند مستقل Y Xو تصادفی متغیر دو – استقلال r

fXY (x,y) = fX(x)fY (y)

: داریم fXY مشترک احتمالی چگالی تابع از – تجمعی توزیع و حاشیه ای چگالی r

تجمعی تابع حاشیه ای چگالی حالت

FXY (x,y) =
∑
xi⩽x

∑
yj⩽y

fXY (xi,yj) fX(xi) =
∑

j

fXY (xi,yj) (D)

FXY (x,y) =
ˆ x

−∞

ˆ y

−∞
fXY (x′,y′)dx′dy′ fX(x) =

ˆ +∞

−∞
fXY (x,y)dy (C)
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به می شود، داده نمایش Cov(X,Y ) با معمول تر صورت به یا σ2
XY با که Y Xو تصادفی متغیر دو کواریانس – کواریانس r

: است زیر صورت

Cov(X,Y ) ≜ σ2
XY = E[(X − µX)(Y − µY )] = E[XY ]− µXµY

ρXY با که Y و X تصادفی متغیر دو مابین همبستگی ،σY و σX صورت به Y و X معیار انحراف نمایش با – همبستگی r
: می شود تعریف زیر صورت به می شود داده نمایش

ρXY =
σ2

XY

σXσY

.ρXY = 0 داریم باشند، مستقل Y Xو اگر .ρXY ∈ [−1,1] داریم ،Y Xو دلخواه تصادفی متغیر دو هر برای : نکته ی

: بسپارید خاطر به است بهتر که هستند اصلی احتمالی توزیع های زیر توزیع های – اصلی احتمالی توزیع های r

Var(X) E[X] ψ(ω) PDF توزیع نوع

npq np (peiω + q)n P (X = x) =
(n
x

)
pxqn−x X ∼ B(n, p)

x ∈ [[0,n]] Binomial
(D)

µ µ eµ(eiω−1) P (X = x) =
µx

x!
e−µ X ∼Po(µ)

x ∈ N Poisson

(b− a)2

12
a+ b

2
eiωb − eiωa

(b− a)iω
f(x) =

1
b− a

X ∼ U(a, b)

x ∈ [a,b] Uniform

σ2 µ eiωµ− 1
2 ω2σ2

f(x) =
1

√
2πσ

e
− 1

2

(
x−µ

σ

)2

X ∼ N (µ, σ) (C)
x ∈ R Gaussian

1
λ2

1
λ

1
1− iω

λ

f(x) = λe−λx X ∼ Exp(λ)

x ∈ R+ Exponential

پارامتر تخمین ۵٫۵
توزیع و هستند مستقل هم از که ,X1است ..., Xn تصادفی متغیر n از مجموعه ای تصادفی نمونه ی یک – تصادفی نمونه ی r

Xدارند. با یکسانی
به آماری θ مدل یک در پارامتر یک نامشخص مقدار به دست آوردن برای که است داده ها از تابعی θ̂ تخمین گر یک – تخمین گر r

می رود. کار
: یعنی می شود. تعریف واقعی مقدار و θ̂ توزیع ریاضی امید بین اختلاف عنوان به θ̂ تخمین گر یک پیش قدر – پیش قدر r

Bias(θ̂) = E[θ̂]− θ

.E[θ̂] = θ باشیم داشته اگر است پیش قدر بدون تخمین گر یک : نکته

کار به توزیع یک µ میانگین واقعی مقدار تخمین برای که تصادفی نمونه ی یک نمونه ی میانگین – نمونه واریانس و میانگین r

یک σ2 واریانس واقعی مقدار تخمین برای که تصادفی نمونه ی یک نمونه ی واریانس می شو. داده نمایش X با معمولاˎ می رود،
: می شود تعریف زیر صورت به و می شود داده نمایش σ̂2 یا s2 با معمولاˎ می رود، کار به توزیع

X =
1
n

n∑
i=1

Xi و s2 = σ̂2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X)2

در را آمده اند دست به σ2 واریانس و µ میانگین با توزیع یک از ,X1که ..., Xn تصادفی نمونه ی یک – مرکزی حد قضیه ی r

: داریم بگیرید؛ نظر

X ∼
n→+∞

N
(
µ,

σ
√
n

)
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حسابان و خطی جبر ۶

کریمی. محمد توسط بازبینی نوری. عرفان توسط فارسی به ترجمه

نمادها ۶٫١
: می باشد ام i درایه ی xi ∈ R که است، درایه n با بردار یک x ∈ Rn – بردار r

x =

( x1x2
...
xn

)
∈ Rn

ستون و iام سطر در که است Ai,jدرایه ای ∈ R آن در که است، ستون n و mسطر با بردار Aیک ∈ Rm×n – ماتریس r
: دارد قرار jام

A =

(
A1,1 · · · A1,n

...
...

Am,1 · · · Am,n

)
∈ Rm×n

ستونی بردار آن به خاص طور به که گرفت نظر در n× 1 ماتریس یک صورت به می توان را شد تعریف بالا در که x بردار : نکته
گویند.

درایه ها بقیه ی و ١ مقدار همه آن قطری درایه های که است مربعی ماتریس یک I ∈ Rn×n همانی ماتریس – همانی ماتریس r
: دارند ٠ مقدار

I =


1 0 · · · 0

0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 0
0 · · · 0 1


.A× I = I ×A = A Aداریم ∈ Rn×n ماتریس های همه ی برای : نکته

بقیه ی و دارند غیرصفر مقادیر آن قطری درایه های که است مربعی ماتریس یک D ∈ Rn×n ماتریس – قطری ماتریس r
: هستند صفر درایه ها

D =


d1 0 · · · 0

0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 0
0 · · · 0 dn


می شود. داده نمایش هم diag(d1,...,dn) صورت به Dهمچنین  : نکته

ماتریسی عملیات ۶٫٢

ضرب ۶٫٢٫١
: دارد وجود بردار با بردار ضرب عملیات نوع دو – بردار با بردار r

: داریم x,y ∈ Rn هر برای : داخلی ضرب •

xT y =
n∑

i=1

xiyi ∈ R

: داریم y ∈ Rn و x ∈ Rm هر برای : خارجی ضرب •

xyT =

(
x1y1 · · · x1yn

...
...

xmy1 · · · xmyn

)
∈ Rm×n

: که طوری به mاست اندازه ی با برداری x ∈ Rn بردار Aو ∈ Rm×n ماتریس ضرب – بردار با ماتریس r

Ax =

 aT
r,1x

...
aT

r,mx

 =
n∑

i=1

ac,ixi ∈ Rm

هستند. x درایه های xi و ،A ستونی بردارهای ac,j و سطری بردارهای aT
r,i که

: که است n× p اندازه ی با Bماتریسی ∈ Rn×p Aو ∈ Rm×n ماتریس های ضرب – ماتریس با ماتریس r

AB =

 aT
r,1bc,1 · · · aT

r,1bc,p

...
...

aT
r,mbc,1 · · · aT

r,mbc,p

 =
n∑

i=1

ac,ib
T
r,i ∈ Rn×p

Bهستند. Aو ستونی بردارهای bc,j و ac,j و سطری بردارهای aT
r,i, b

T
r,i که

عملیات دیگر ۶٫٢٫٢

به نسبت آن درایه های مکان که است ماتریسی می شود، داده ATنمایش با Aکه ∈ Rm×n ماتریس ترانهاده ی – ترانهاده r
: شده اند برعکس ماتریس قطر

∀i,j, AT
i,j = Aj,i

.(AB)T = BTAT داریم ،B Aو ماتریس های برای : نکته

: که است ماتریسی تنها می شود، داده A−1نمایش با Aکه معکوس پذیر مربعی ماتریس یک معکوس – معکوس r

AA−1 = A−1A = I

(AB)−1 = داریم ،B Aو معکوس پذیر مربعی ماتریس های برای همچنین، نیستند. معکوس پذیر مربعی ماتریس های همه ی : نکته
.B−1A−1

است. ماتریس قطری درایه های همه ی مجموع می شود، داده نمایش tr(A) با Aکه مربعی ماتریس اثر – اثر r

tr(A) =
n∑

i=1

Ai,i

tr(AB) = tr(BA) و tr(AT ) = tr(A) Bداریم Aو ماتریس های برای : نکته
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عبارت یک صورت به می شود، داده نمایش det(A) یا |A| با که A ∈ Rn×n مربعی ماتریس یک دترمینان – دترمینان r
: می شود تعریف زیر صورت به است، j−ام ستون و i−ام سطر ماتریسAبدون که ،A\i,\j روی بر بازگشتی

det(A) = |A| =
n∑

j=1

(−1)i+jAi,j |A\i,\j |

.|AT | = |A| و |AB| = |A||B| همچنین .|A| ̸= 0 اگر فقط و اگر است Aمعکوس پذیر : نکته

ماتریس ها ویژگی های ۶٫٣

تعاریف ۶٫٣٫١
: داد نشان زیر صورت به آن غیرمتقارن و متقارن اجزای از استفاده با می توان Aرا دلخواه ماتریس یک – متقارن تجزیه ی r

A =
A+AT

2︸ ︷︷ ︸
Symmetric

+
A−AT

2︸ ︷︷ ︸
Antisymmetric

: داریم x,y ∈ V هر برای که است گونه ای به و است، برداری فضای یک V که Nاست : V −→ [0,+∞[ تابع نرم – نرم r

N(x+ y) ⩽ N(x) +N(y) •

a اسکالر عدد N(ax)برای = |a|N(x) •

x = 0 صورت این در N(x)باشد = 0 اگر •

: آمده اند زیر جدول در می شوند استفاده بیشتر که نرم هایی ،x ∈ V برای

کاربرد تعریف نماد نُرم

LASSO
n∑

i=1

|xi| ||x||1 Manhattan, L1

Ridge

√√√√ n∑
i=1

x2
i ||x||2 Euclidean, L2

Hölder inequality

(
n∑

i=1

xp
i

) 1
p

||x||p p-norm, Lp

Uniform convergence max
i
|xi| ||x||∞ Infinity, L∞

دیگر خطی ترکیب صورت به بتوان را مجموعه بردارهای از یکی اگر دارند خطی وابستگی بردارها از مجموعه ای – خطی وابستگی r
کرد. تعریف بردارها

دارند. خطی استقلال بردارها صورت این در کرد، تعریف شکل این به را برداری هیچ نتوان اگر : نکته

ستون های توسط که است فضایی ابعاد تعداد می شود، داده نمایش rank(A) با که A ماتریس یک رتبه ی – ماتریس رتبه r
باشند. داشته خطی استقلال Aکه ستون های تعداد حداکثر با است برابر مقدار این می شود. ایجاد آن

اگر می شود داده Aنمایش ⪰ 0 با که است نیمه معین مثبت ماتریس Aیک ∈ Rn×n ماتریس – نیمه معین مثبت ماتریس r
: باشیم داشته

A = AT و ∀x ∈ Rn, xTAx ⩾ 0

بردار هر برای که باشد نیمه معین مثبت ماتریس یک اگر ، (A ≻ 0) است معین مثبت A ماتریس یک مشابه، طور به : نکته
.xTAx > 0 باشیم داشته x غیرصفر

باشد داشته وجود اگر است A ماتریس ویژه مقدار یک λ گوییم ،A ∈ Rn×n ماتریس یک برای – ویژه بردار ویژه، مقدار r
: که طوری به دارد، نام ویژه بردار یک که ،z ∈ Rn\{0} بردار

Az = λz

قضیه ۶٫٣٫٢
متعامد حقیقی ماتریس یک توسط A صورت این در باشد، متقارن A اگر باشد. A ∈ Rn×n کنید فرض – طیفی قضیه ی r

: داریم Λ = diag(λ1,...,λn) نمایش با است. Uقطری پذیر ∈ Rn×n

∃Λ diagonal, A = UΛUT

تضمین که است تقسیم بندی تکنیک یک منفرد مقدار تجزیه ی ،m× n ابعاد ماتریسAبا یک برای – منفرد مقدار تجزیه ی r
دارند، وجود V ∈ Rn×n یکانی ماتریس یک و ، Σ ∈ Rm×n قطری ماتریس یک ،U ∈ Rm×m یکانی ماتریس یک می کند

: که طوری به

A = UΣV T

ماتریسی حسابان ۶٫۴
ماتریس Aیک به نسبت f گرادیان باشد. ماتریس Aیک ∈ Rm×n و تابع یک f : Rm×n → R کنید فرض – گرادیان r

: که طوری به می شود، داده Af(A)∇نمایش با و ×mاست n ابعاد )با
∇Af(A)

)
i,j

=
∂f(A)
∂Ai,j

دهد. خروجی اسکالر عدد یک که باشد تابعی f که است شده تعریف زمانی تنها f گرادیان : نکته

ابعاد با متقارن ماتریس یک x به نسبت f هسیان باشد. بردار یک x ∈ Rn و تابع یک f : Rn → R کنید فرض – هسیان r

: که طوری به می شود، داده 2∇نمایش
xf(x) با و است n× n(

∇2
xf(x)

)
i,j

=
∂2f(x)
∂xi∂xj

باشد. اسکالر خروجی با تابعی f که است شده تعریف زمانی تنها f تابع هسیان : نکته

: باشید داشته خاطر به را زیر ویژگی های ،C Bو ،A ماتریس های برای – گرادیانی عملیات r

∇Atr(AB) = BT ∇AT f(A) = (∇Af(A))T

∇Atr(ABATC) = CAB + CTABT ∇A|A| = |A|(A−1)T
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