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1. Aprendizaje Supervisado

1.1.

Introduccién al aprendizaje supervisado

Dado un conjunto de puntos {z(1), ..., 2("™)} asociado a un conjunto de etiquetas {y(1), ..., y("™)},
queremos construir un clasificador que aprenda cémo predecir y dado x.

0 Tipo de prediccién — Los diferentes tipos de modelos de prediccién se resumen en la siguiente
tabla:

Regresion Clasificador
Etiqueta Continuo Clase
Ejemplos | Regresién lineal | Regresién logistica, SVM, Naive Bayes

0 Tipo de modelo — Los diferentes tipos de modelos se resumen en la siguiente tabla:

Modelo discriminatorio Modelo generativo

Objetivo Estima directamente P(y|z) Estima P(z|y) para deducir P(y|z)

Qué se aprende Limite de decisiéon Distribucién de los datos

Ilustracién /

GDA, Naive Bayes

Ejemplos Regresiones, SVMs

1.2. Notacién y conceptos generales
O Hipétesis — La hipdtesis se representa con hg y es el modelo que elegimos. Para un dato de
entrada (), la prediccién dada por el modelo se representa como hg (m(i)).

0 Funcién de pérdida — Una funcién de pérdida es una funcién L : (z,y) € RXY —— L(z,y) €
R que toma como entrada el valor predicho z y el valor real esperado y, dando como resultado
qué tan diferentes son ambos. Las funciones de pérdida mas comunes se detallan en la siguiente
tabla:

Error cuadratico Logistica Bisagra Entropia cruzada

1
5w -2 log(1 +exp(—y2)) | méx(0,1—yz) | —[ylog(z) + (1 - y)log(1 - 2)]

y=-1 y=-1 y=0 1

JER
yER y=1 y=1 0 y=1

Red neuronal

Regresién lineal Regresién logistica

O Funcidén de costo — La funcién de costo J es comunmente utilizada para evaluar el rendi-
miento de un modelo y se define utilizando la funcién de pérdida L de la siguiente forma:

JO) = Lihg(z),y®)
=1

0 Descenso de gradiente — Siendo o € R la tasa de aprendizaje, la regla de actualizacién de
descenso en gradiente se expresa junto a la tasa de aprendizaje y la funcién de costo J de la
siguiente manera:

\a — 60— avJ(b)

Observacion: El descenso en gradiente estocdstico (en inglés, Stochastic Gradient Descent) ac-
tualiza el pardmetro basandose en cada ejemplo de entenamiento, mientras que el descenso por
lotes realiza la actualizacion del pardmetro basdndose en un conjunto (un lote) de ejemplos de
entrenamiento.

O Verosimilitud — La verosimilitud de un modelo L(6) dados los pardmetros 6 es utilizada
para hallar los valores éptimos de 6 a través de la verosimilitud. En la practica se utiliza la
log-verosimilitud £(0) = log(L(#)) la cual es f4cil de optimizar. Tenemos:

6°P* = arg max L(6)
0

0 Algoritmo de Newton — El algoritmo de Newtow es un método numérico para hallar 6 tal
que ¢'(6) = 0. Su regla de actualizacién es:

40
- o'(0)

0«06
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Observacion: la generalizacion multidimensional, también conocida como método de Newton-
Raphson, tiene la siguiente regla de actualizacion:

60— (V3L(6)) " Vol(6)

1.3.
1.3.1.

Modelos lineales
Regresién lineal

Asumimos que y|z; 0 ~ N (11,02)

) Ecuaciones normales — Sea X la matriz de disefio, el valor de 8 que minimiza la funcién de
costo es una solucién en forma cerrada tal que:

0= (XTx)"1xTy

0 Algoritmo LMS — Sea « la tasa de aprendizaje, la regla de actualizacién del algoritmo LMS
(en inglés, Least Mean Squares) para el entrenamiendo de m puntos, conocida también como
tasa de aprendizaje de Widrow-Hoff, se define como:

V7, 9j < 9j + az [y(l) _ hg(m(z))] xgz)
i=1

Observacion: la regla de actualizacion es un caso particular del ascenso de gradiente.

O LWR - Regresién local ponderada, LWR (en inglés, Locally Weighted Regression) es una
variante de la regresién lineal que pondera cada ejemplo de entrenamiento en su funcién de

costo utilizando w(i)(:p), la cual se define con el pardmetro 7 € R as:

) () — 2)2
w® (z) = exp <—()>

272

1.3.2.

Clasificacion y regresién logistica

O Funcién sigmoide — La funcién sigmoide g, también conocida como la funcién logistica, se
define de la siguiente forma:

Vz € R,

9(2) = —— €o,i

- 1+e

0 Regresién logistica — Asumiendo que y|z; 0 ~ Bernoulli(¢), tenemos la siguiente formas:

1
= 1z )= —M =
¢ =p(y = 1|z;0) TFow(—0Ts) ¢

(G

Observacion: no existe solucion en forma cerrada para los casos de regresiones logisticas.

O Regresién softmax — La regresién softmax, también llamada regresién logistica multiclase,
es utilizada para generalizar regresiones logisticas cuando hay mas de dos clases resultantes. Por
convencion, se define 6 = 0, lo que hace al pardmetro de Bernoulli ¢; de cada clase ¢ igual a:

exp(67 z)

¢ =

K
Z exp(HJTa:)

j=1

1.3.3. Modelos lineales generalizados

O Familia exponencial — Se dice que una clase de distribuciones estd en una familia exponencial
si es posible escribirla en términos de un pardmetro natural, también llamado pardmetro canénico
o funcién de enlace, 1, un estadistico suficiente T'(y) y una funcién de log-particién (log-partition
function) a(n) de la siguiente manera:

p(y;n) = b(y) exp(nT'(y) — a(n))

Observacién: cominmente se tiene T(y) = y. Ademds, exp(—a(n)) puede ser visto como un
parametro de normalizacion que asegura que las probabilidades sumen uno.

La siguiente tabla presenta un resumen de las distribuciones exponenciales més comunes:

Distribucién n T(y) a(n) b(y)
Bernoulli log (%) y log(1 + exp(n)) 1
2 2
Gaussiana “w Y % \/% exp (— y?)
) 1
Poisson log(X) Y e’ i
Y-
Geométrica log(1 — ¢) Yy log (1%17;) 1

0 Supuestos de los modelos GLM — Los modelos lineales generalizados (en inglés, Generali-
zed Linear Models) (GLM) tienen como objetivo la prediccién de una variable aleatoria y como
una funcién de z € R?*1 bajo los siguientes tres supuestos:

ho(z) = Elylz; 0] (3) 0"z

(1) [yl2:0 ~ ExpFamily(n) | (2)

Observacion: los métodos de minimos cuadrados ordinarios y regresion logistica son casos par-
ticulares de los modelos lineales generalizados.

1.4. MaAaquinas de vectores de soportes

El objetivo de las maquinas de vectores de soportes (en inglés, Support Vector Machines) es
hallar la linea que maximiza la minima disancia a la linea.

O Clasificador de margen 6ptimo — El clasificador de mérgen 6ptimo h se define de la
siguiente manera:

h(z) = sign(wlz — b) ‘

donde (w,b) € R™ X R es la solucién del siguiente problema de optimizacién:

1 B ;
min §||w||2 tal que ‘ yD(wTz® —p) =1

STANFORD UNIVERSITY

OToNO 2018



CS 229 — MACHINE LEARNING

SHERVINE AMIDI & AFSHINE AMIDI

vectores de soporte

Observacion: la linea se define como | w' z —b=20|.

0 Funcién de pérdida de tipo bisagra — La funcién de pérdida de tipo bisagra (en inglés,
Hinge loss) es utilizada en la configuracién de SVMs y se define de la siguiente manera:

| L(zy) = [1 - 2]+ = max(0,1 - y2) |

0 Nicleo — Dado un mapeo de caracteristicas ¢, se define el niicleo K (en inglés, Kernel) como:

K(z,2) = ¢(2)" ¢(2)

_llz—=?

En la practica, el nicleo K definido por K(z,z) = exp ( 507

) es conocido como nicleo

Gaussiano y es comtinmente utilizado.

@) )

(6] ° o5 (6] ©
@ (6]
o [6) o
(6} o
) C())Ooo © % ° 8%) o Oo%)o ©
o o)
° 00 / ° 00
oo o o 9 oo > OO o0 °
) [©) [5) ) )
00 % &
[6} OO o) )

Separabilidad no lineal ) Mapeo de nlcleo ¢ ===p- | imite de decision en el espacio original

Observacion: decimos que utilizamos el "truco del nicleo"(en inglés, kernel trick) para calcular
la funcion de costo porque en realidad no necesitamos saber explicitamente el mapeo ¢ que
generalmente es muy complicado. En cambio, solo se necesitan los valores K(x,z).

0 Lagrangiano — Se define el Lagrangiano £(w,b) de la siguiente manera:

l
L(wb) = f(w)+ D Bihi(w)
=1

Observacion: los coeficientes B; son llamados multiplicadores de Lagrange.

1.5. Aprendizaje generativo

Un modelo generativo primero trata de aprender como se generan los datos estimando P(z|y),
lo que luego podemos utilizar para estimar P(y|z) utilizando el Teorema de Bayes.

1.5.1.

Anaélisis discriminante Gaussiano

O Marco — El Andlisis discriminante Gaussiano (en inglés, GDA - Gaussian Discriminant
Analysis) asume que y, x|y = 0y z|y = 1 son de la siguiente forma:

y ~ Bernoulli(¢)

aly =0~ N(uo)| et |aly=1~N(u,%)

O Estimacién — La siguiente tabla resume las estimaciones encontradas al maximizar la pro-
babilidad:

o~

¢ g

Ly 1 i Lyw=pe® | 1 ¢
EZ {y®=1}
i=1

(=01 )

m = @D = p@)@? —p,m)"
2t Ly m ; ! !

1.5.2. Naive Bayes

0 Supuestos — El modelo Naive Bayes supone que las caracteristicas de cada punto de los dato
son todas independientes:

n

P(aly) = P(1,2,..y) = P(@1ly) P(w2ly)... = [ | Pleilw)
=1

0 Soluciones — Maximizar la log-probabilidad da las siguientes soluciones, con k € {0,1},l €
[L,L]

#{lyD =ky 2 =1}
#{ily) =k}

1 .
Ply=h)=—x#{jly) =k}| v |Plei=lly="k =

Observacion: Naive Bayes es comunmente utilizado para la clasificacion de texto y la deteccion
de correo no deseado (spam).

1.6.

Meétodos basados en arboles y conjuntos

Estos métodos pueden ser utilizados tanto en problemas de regresién como de clasificacién.

0 CART - Arboles de clasificacién y regresién (en inglés, Classification and Regression Trees)
(CART), comtnmente conocidos como &rboles de decisién, pueden ser representados como ar-
boles binarios. Presentan la ventaja de ser muy interpretables.

0 Bosques aleatérios — Es una téctica (en inglés, Random Forest) basada en drboles que utiliza
una gran cantidad de arboles de decisién construidos a partir de conjuntos de caracteristicas
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seleccionadas al azar. A diferencia del 4rbol de decisién simple, la solucién del método de bosques
aleatérios es dificilmente interpretable aunque por su frecuente buen rendimiento es un algoritmo
muy popular.

Observacion: el método de bosques aleatorios es un tipo de método de conjuntos.
0 Potenciacién — La idea de la potenciacién (en inglés, Boosting) es combinar varios métodos

de aprendizaje débiles para conformar uno mas fuerte. La siguiente tabla resume los principales
tipos de potenciamiento:

Potenciamiento adaptativo Potenciamiento del gradiente

- Se pondera fuertemente en los errores para - Los métodos de aprendizaje débiles

mejorar en el siguiente paso del potenciamiento | entrenan sobre los errores restantes

1.7. Otros métodos no paramétricos

O k vecinos mas cercanos — El algoritmo de k vecinos més cercanos (en inglés, k-nearest
neighbors algorith), comunmente conocido como k-NN, es un método no paramétrico en el que
la respuesta a un punto de los datos estd determinada por la naturaleza de sus k vecinos del
conjunto de datos. El método puede ser utilizado tanto en clasificaciones como regresiones.

Observacion: Cuanto mayor es el parametro k, mayor es el sesgo, y cuanto menor es el pard-

metro k, mayor la varianza.
[¢e} e} e}
© @ ©
° S © o ° S © o
® @ 8 0@ 8 ® go §
0 @ Qo % 0 @ @ Oco 0 @ ©oo Y
o %o oooﬁg%o) o %o é’ooo@ o %o §0006§Q>®
°So8 go 0 °S 8 goo? 5.8 qoo®
o ®o® &
© (go oo © dc)»o
% S
k=1 k=3 k=11
1.8. Teoria del aprendizaje

0 Desigualdad de Boole — Sean Aj, ..., A k eventos, tenemos que:

[ P(A1U..UAg) < P(A1) + ...+ P(Ay) |

am €
< (C / \\/

A UAUAs A, A, Ay

0 Desigualdad de Hoeffding — Sean 71, ..,
de Bernoulli de pardmetro ¢. Sea ¢ su media empririca y v > 0 fija. Tenemos que:

Znm m variables iid extraidas de una distribucién

P(l¢ — 3| > 7) < 2exp(—272m)

Observacion: esta desigualdad se conoce también como el limite de Chernoff.

0 Error de entrenamiento — Para un clasificador dado h, se define el error de entrenamiento

=
€(h), también conocido como riesgo empirico o error empirico, de la siguiente forma:

m
1
= D Linety )
=1

0 Aprendizaje correcto probablemente aproximado (PAC) — PAC es un marco bajo
el cual se probaron numerosos resultados en teoria de aprendizaje, y presenta los siguientes
supuestos:

= Jos conjuntos de entrenamiento y de prueba siguen la misma distribucién

= los ejemplos de entrenamiento son escogidos de forma independiente

(D) }, v un conjunto de clasificadores H, decimos
y(@} tenemos que:

[ Shattering — Dado un conjunto S = {x<1),...
que H destroza (shatters) S si para cualquier conjunto de etiquietas {y(l)7 .

‘Hh EH, Vie[ld), hz®)=qy®

0 Teorema de la frontera superior — Sea H una clase de hipétesis finita tal que |H| =k y
sea 0 y el tamano de la muestra m fijo. Entonces, con probabilidad de al menos 1 — §, tenemos:

1 ) (Qk)
 oe [ 22
2m & [

0 Dimensién VC — La dimensién de Vapnik-Chervonenkis (VC) de una clase de hipdtesis finita
‘H, denotada como VC(#H), es el tamaifio del conjunto méas grande destrozado (shattered) por H.

e(h) < (mi%e(h)> +2

Observacion: la dimensién VC de H = {set of linear classifiers in 2 dimensions} es 3.
o @) O
o A @) A @) &)

0 Teorema (Vapnik) — Dado H, con VC(#H) = d y m el niimero de ejemplos de entrenamiento.
Con probabilidad de al menos 1 — ¢, tenemos que:

@< (paye) 0 (s () 52 ()

o 5 o 5
\\
CXO ©¢ ©9% Oo‘oo
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2. Aprendizaje no Supervisado

2.1. Introduccién al Aprendizaje no Supervisado

O Motivacién — El objetivo del aprendizaje no supervisado es encontrar patrones ocultos en
datos no etiquetados {z(1),...,z(™)},

0 Desigualdad de Jensen — Sea f una funcién convexa y X una variable aleatoria. Tenemos
la siguiente desigualdad:

E[f(X)] > f(E[X])

2.2. Agrupamiento

2.2.1.

Expectativa-Maximizacién

0 Variables latentes — Las variables latentes son variables ocultas/no observadas que dificultan
los problemas de estimacion y a menudo son denotadas como z. Estos son los ajustes mas comunes
en los que hay variables latentes:

Ajustes Variance latente z z|z Comentarios
Mezcla de k gaussianos Multinomial(¢) N(pj,25) ni ER™, ¢ € R
Anélisis factorial N(0,I) N(p+ Az ) i € R™

0 Algoritmo — El algoritmo Expectativa-Maximizacién (EM) proporciona un método eficiente
para estimar el pardmetro 6 a través de la estimacién por méaxima verosimilitud construyendo
repetidamente un limite inferior en la probabilidad (E-step) y optimizando ese limite inferior
(M-step) de la siguiente manera:

= E-step: Evalia la probabilidad posterior Qi(z(i)) de que cada punto de datos z(9) provenga

de un determinado cluster z(¥) de la siguiente manera:

Qi(=1) = Pz a3 )

= M-step: Usa las probabilidades posteriores Qi(z(i)) como pesos especificos del claster

en los puntos de datos z(*) para re-estimar por separado cada modelo de clister de la
siguiente manera:

(z®,2(); g) o
Qz(z(l))

0; 7argmax Z/@ Qil( (’) log<

Inicializacién Gaussiana === Etapa de Expectativa === Etapa de Maximizacion msp

Convergencia

2.2.2. Agrupamiento k-means

Denotamos c(?) al clister de puntos de datos 4, y wj al centro del clister j.

0 Algoritmo — Después de haber iniciado aleatoriamente los centroides del cluster p1,u2,...
R™, el algoritmo k-means repite el siguiente paso hasta la convergencia:
2

m
. (i)
PRTRUEE
; — —
c® = arg min[[e® — uy|* | vy |n;=

m

J
D Loy
=1

M €

o o e o
e e o o e o0 o o
° (¢} / @) \4
XN 00 0/ GO o 00 ©
S X Yoo/ X6 oo
oo o .00+ 0 © ;,600_'_ 00 © OOO o0 © OOO
) ) (¢)
0.0 © 0 © %o 0,0 © q.é) o.f © P
® Qe e Qe & ) ° °
) + ) [$) + Q 6] [¢) )
) ey o % ¢} o, (¢} R

Inicializacion de medias = Asignacion de clister = Actualizacién de medias = ==p Convergencia

O Funcién de distorsiéon — Para ver si el algoritmo converge, observamos la funcién de distor-
sién definida de la siguiente manera:

m
= 1@ = o |17
=1

2.2.3.

Agrupacién jerarquica

0 Algoritmo — Es un algoritmo de agrupamiento con un enfoque de aglomeramiento jerarquico
que construye clisteres anidados de forma sucesiva.

0O Tipos — Hay diferentes tipos de algoritmos de agrupamiento jerdrquico que tienen por objetivo
optimizar diferentes funciones objetivo, que se resumen en la tabla a continuacién:
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Enlace de Ward Enlace promedio Enlace completo

Minimizar la distancia méxima
entre pares de cluster

Minimizar dentro de la

Minimizar la distancia promedio
distancia del cluster

entre pares de claster

0 Algoritmo — El procedimiento de Anélisis de Componentes Principales (ACP) es una técnica
de reduccién de la dimensionalidad que proyecta los datos en k£ dimensiones maximizando la
varianza de los datos de la siguiente manera:

= Paso 1: Normalizar los datos para obtener una media de 0 y una desviacién estdndar de

2.2.4. Meétricas de evaluacién de agrupamiento

En un entorno de aprendizaje no supervisado, a menudo es dificil evaluar el rendimiento de
un modelo ya que no contamos con las etiquetas verdaderas, como en el caso del aprendizaje
supervisado.

O Coeficiente de silueta — Sea a y b la distancia media entre una muestra y todos los demés
puntos en la misma clase, y entre una muestra y todos los demas puntos en el siguiente grupo

mas cercano, el coeficiente de silueta s para una muestra individual se define de la siguiente
manera;:

_ b—a

méx(a,b)

0 indice de Calinski-Harabaz — Sea k el ntimero de conglomerados, By y Wy las matrices
de dispersion entre y dentro de la agrupacion, respectivamente definidas como:

k m

Bi =Y (e = )t — 0T, Wi= 3 @D = p0) @ — )T

j=1 i=1

el indice de Calinski-Harabaz s(k) indica qué tan bien un modelo de agrupamiento define sus
grupos, de tal manera que cuanto mayor sea la puntuacién, mas denso y bien separados estaran
los conglomerados. Se define de la siguiente manera:

Tr(By)

Nk
K = v X ko1

2.3.

Reduccién de la dimensionalidad

2.3.1. Anailisis de componentes principales

AnAlisis de componentes principales (en inglés, Principal Component Analysis) es una técnica
de reduccién de la dimensionalidad que encuentra la varianza maximizando las direcciones sobre
las cuales se proyectan los datos.

O Autovalor, Autovector — Dada una matriz A € R"*"™ se dice que A es un autovalor
(en inglés, Eigenvalue) de A si existe un vector z € R™\{0}, llamado autovector (en inglés,
Eigenvector), de tal manera que tenemos:

0 Teorema espectral — Sea A € R™"*"™. Si A es simétrica, entonces A es diagonalizable a través
de una matriz ortogonal real U € R™"*™. Al observar A = diag(A1,...,An), tenemos:

‘ JA diagonal, A =UAUT ‘

Observacion: el autovector asociado con el autovalor mds grande se denomina autovector prin-
cipal de la matriz A.

1.

m
W T TH - () 2_ 1 () _ 2
T T donde |p; = EZIJ y |oj= EZ(IJ — 1j)
i=1

m
1 . NT
= Paso 2: Calcular ¥ = — E PAOPMOMNC R™*™ que es simétrico con autovalores reales.
m
i=1

= Paso 3: Calcular uy,...,ur € R™ los k autovectores ortogonales principales de ¥, es decir,
los autovectores ortogonales de los k mayores autovalores.

» Paso 4: Proyectar los datos en spang (u1,...,ur). Este procedimiento maximiza la varianza
entre todos los espacios k-dimensionales.

. CP,
(@]
OOO 9]
% 0900 © o
Q0
©0 ¢ g 0°% @ (p
© (o))

Datos en el espacio de funciones = Buscar componentes principales s Datos en el espacio de CP

2.3.2. Analisis de componentes independientes

Es una técnica destinada a encontrar las fuentes generadoras subyacentes.

0 Suposiciones — Suponemos que nuestros datos x han sido generados por el vector fuente
n-dimensional s = (s1,...,8n), donde s; son variables aleatorias independientes; a través de una
matriz A de mezcla y no singular, de la siguiente manera:

As

El objetivo es encontrar la matriz separadora W = A~1,

0 Algoritmo ICA de Bell y Sejnowski — Este algoritmo encuentra la matriz separadora W
siguiendo los siguientes pasos:

= Escribir la probabilidad de z = As = W—1s como:

p(@) = [ [ ps@Ta) - W]
=1
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= Escriba la probabilidad dado nuestros datos de entrenamiento {z(?),i € [1,m]} y deno-
tando g, la funcién sigmoide, como:

m n

(W) = Z

tog 5/ (wJ'2l) ) +log W1
i=1 \j=1

Por lo tanto, la regla de aprendizaje de ascenso de gradiente estocastica es tal que para cada
ejemplo de entrenamiento z(?), actualizamos W de la siguiente manera:

1— QQ(wlTx(”)
1 —2g(wdz()

W W+a @ L (wT)-1

1 2g(wla(®)

3. Aprendizaje profundo

3.1. Redes neuronales

Las redes neuronales (en inglés, Neural Networks) son una clase de modelos construidos a base de
capas. Los tipos més utilizados de redes neuronales incluyen las redes neuronales convolucionales
y las redes neuronales recurrentes.

0 Arquitectura — El vocabulario en torno a arquitecturas de redes neuronales se describe en
la siguiente figura:

- _—— 9 '. y
"/4‘.}\@?.)\\6
‘v’(wxw’)‘\
== —=OZROZA

/

NS,
D
QO
e

—)-\‘».4

.. Capaoculta k
Denotando ¢ en la i-ésima capa de la red y j en la j-ésima unidad oculta de la capa, tenemos:

Capa de entrada Capa oculta 1 Capa de salida

A 07yl

donde w, by z son el peso, el sesgo y la salida, respectivamente.

O Funcién de activacién — Las funciones de activacién son utilizadas al final de una unidad
oculta para introducir complejidades no lineales al modelo. A continuacién las mas comunes:

Sigmoide Tanh ReLU Leaky ReLU
1 e —e”?
9(z) = Tre—> g(z) = prmp— 9(z) = max(0,2) 9(2) = max(ez,z)

with e € 1

0 Pérdida de cross-entropy — En el contexto de las redes neuronales, la pérdida de cross-
entropy L(z,y) es utilizada comtinmente y definida de la siguiente manera:

Liz) = — [y log(2) + (1 — ) log(1 — 2)

0 Velocidad de aprendizaje — La velocidad de aprendizaje (en inglés, Learning rate), denotada
como « o algunas veces 7, indica a que ritmo los pesos son actualizados. Este valor puede ser
fijo o cambiar de forma adaptativa. El método méas popular en este momento es llamado Adam,
que es un método que adapta a la velocidad de aprendizaje.

0 Retropropagacién — La retropropagacién (en inglés, Backpropagation), o propagacién in-
versa, es un método de actualizaciéon de los pesos en una red neuronal, teniendo en cuenta la
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salida actual y la salida esperada. La derivada respecto al peso w es calculada utilizando la regla
de la cadena y se expresa de la siguiente forma:

OL(zy) _ OL(zy)  Oa 0z

ow  da 9z ow

Como resultado, el peso es actualizado de la siguiente forma:

OL(z,y)

wWE—w—1n 3
w

0 Actualizando pesos — En una red neuronal, los pesos son actualizados de la siguiente forma:

= Paso 1 : Tomar un lote de los datos de entrenamiento.

= Paso 2 : Realizar propagacién hacia adelante para obtener la pérdida correspondiente.
= Paso 3 : Propagar inversamente la pérdida para obtener los gradientes.
= Paso 4 : Utiliza los gradientes para actualizar los pesos de la red.

O Retiro — El retiro (en inglés, Dropout) es una técnica para prevenir el sobreajuste de los
datos de aprendizaje descartando unidades en una red neuronal. En la prictica, las neuronas
son retiradas con una probabilidad de p o se mantienen con una probabilidad de 1 — p.

3.2. Redes neuronales convolucionales

0 Requisito de la capa convolucional — Notando que W es el volumen de la entrada, F' el
tamarfio de las neuronas de la capa convolucional, P la cantidad de relleno con ceros, entonces
el nimero de neuronas N que entran en el volumen dado es tal que:

W —F+2P
S

N = +1

0 Normalizacién por lotes — Es un paso de hiperpardmetro v, 8 que normaliza el grupo {z;}.

Denotando up, 0'2B la media y varianza del lote que queremos corregir, se realiza de la siguiente
manera:

Ti — UB
w/a%—l—e

Se realiza usualmente después de una capa completamente conectada/convolucional y antes de
una capa no-lineal y su objetivo es permitir velocidad maés altas de aprendizaje y reducir su
fuerte dependencia sobre la inicializacién.

T Y

+B

3.3.

Redes neuronales recurrentes

0 Tipos de puerta — A continuacién, tenemos los diferentes tipos de compuertas que encon-
tramos en una red neuronal recurrente tipica:

Puerta de entrada | Puerta de olvido Puerta Puerta de salida

;Escribir? ;Borrar? (Cuénto escribir? (Cuénto revelar?

O LSTM - Una red de memoria a corto y largo plazo (en inglés, Long Short Term Memory)
es un tipo de modelo de red neuronal recurrente que evita el problema del desvanecimiento del
gradiente anadiendo puertas de ’olvido’

3.4.

Aprendizaje por refuerzo

El objetivo del aprendizaje por refuerzo es hacer que un agente aprenda como evolucionar en un
entorno.

0 Procesos de decisién de Markov — Un procesos de decisién de Markov (en inglés, Markov
Decision Process) es una 5-tupla (S,A,{Psa},y,R) donde:

= S es el conjunto de estados

= A es el conjunto de acciones

» {Psq} son las probabilidades de transicién de estado para s € Sy a € A
» v € [0,1] es el factor de descuento

= R:SXA—RoR:S8 — R es la funcién recompensa que el algoritmo pretende
maximizar

O Politica — Una politica 7w es una funcién 7 : S — A que asigna estados a acciones.
Observacion: decimos que ejecutamos una politica © dada si dado un estado s tomamos la accion
a=m(s).

[ Funcién valor — Para una politica dada 7 y un estado dado s, definimos el valor de la funcién
V7™ de la siguiente manera:

V™(s) = E|R(s0) + vR(s1) + v?R(s2) + ...|so = s,w}

0 Ecuacién de Bellman — Las ecuaciones 6ptimas de Bellman, caracterizan la funcién valor
V™ de la politica 6ptima 7*:

* _ < Ny
V™ (s) = R(s) + ranea/)_‘(’y lz:s Py (s"VT (s")
s'e

Observacion: denotamos que la politica éptima 7 para un estado dado s es tal que:

7*(s) = argmax Z Pso(s")V*(s")

0 Algoritmo de iteracién valor — El algoritmo de iteracién valor es en dos pasos:

= Inicializamos el valor:

= [teramos el valor con base en los valores de antes:

Vigi(s) = Ris) + mix | ) Paa(s)Vi(s")
s'eS
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O Estimaciéon por maxima verosimilitud — El estimacién de probabilidad méaximo para las

probabilidades de transicién de estado son como se muestra a continuacién:

#veces que se tomd la accién a en el estado s y llevé a s’

!
Pso(s') = y —
#veces que se tomé la accién a en el estado

0 Q-learning — Q-learning es una estimacién libre de modelo de @, que se realiza de la siguiente

forma:

Q(s.0) + Q(s,0) + | R(s,a,8') + ymax Q(s' a’) - Q(aa)}

4. Consejos y trucos sobre Aprendizaje Automatico

4.1. Meétricas para clasificacion

En el contexto de una clasificacién binaria, estas son las principales métricas que son importantes
seguir para evaluar el rendimiento del modelo.

0 Matriz de confusién — La matriz de confusién (en inglés, Confusion matriz) se utiliza para
tener una visién méas completa al evaluar el rendimiento de un modelo. Se define de la siguiente

manera:
Clase predicha
+
TP FN
+ False Negatives
True Positives
Type II error
Clase real

FP
— | False Positives

TN

True Negatives

0O Meétricas principales — Las siguientes

Type I error

rendimiento de los modelos de clasificacién:

métricas se utilizan cominmente para evaluar el

2TP 4+ FP + FN

Meétrica Férmula Interpretacién
TP 4+ TN
Exactitud + Rendimiento general del modelo
TP + TN + FP + FN
L TP . - s
Precisién _ Que tan precisas son las predicciones positivas
TP + FP
.. P .
Exhaustividad _ Cobertura de la muestra positiva real
TP + FN
Sensibilidad
o s TN )
Especificidad e — Cobertura de la muestra negativa real
TN + FP
2TP o P TP
F1 score Métrica hibrida 1til para clases desbalanceadas

0 ROC - La curva Caracteristica Operativa del Receptor (en inglés, Receiver Operating Cur-
ve), también conocida como ROC, es una representacién gréifica de la sensibilidad frente a la
especificidad segiin se varia el umbral. Estas métricas se resumen en la siguiente tabla:

Meétrica Férmula | Interpretacién
- TP . -
True Positive Rate | ————— | Exhaustividad, sensibilidad
TP + FN
TPR
. FP o
False Positive Rate | ————— | l-especificidad
TN + FP
FPR
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10

OToNO 2018



CS 229 — MACHINE LEARNING

SHERVINE AMIDI & AFSHINE AMIDI

0 AUC - El 4rea bajo la curva Caracteristica Operativa del Receptor, también conocida como
AUC o AUROC (en inglés, Area Under the Receiving Operating Curve), es el drea debajo del
ROC, como se muestra en la siguiente figura:

N

AUC

1

ROC Actual —

TPR

1

Predicha —

FPR

4.2. Meétricas de regresion

O Métricas basicas — Dado un modelo de regresiéon f, las siguientes métricas se usan comin-
mente para evaluar el rendimiento del modelo:

Suma total de cuad. | Suma de cuad. explicada | Suma residual de cuad.

m m

SStor = D (i =97 | SSrex = _(f(z:) = 7)?

i=1 =1

SStes = > (vi — f(2:))?
=1

O Coeficiente de determinacién — El coeficiente de determinacién, a menudo indicado como
R? o r2, proporciona una medida de lo bien que los resultados observados son replicados por el
modelo y se define de la siguiente manera:

_ SSres

R?=1-——"X
SStot

0O Meétricas principales — Las siguientes métricas se utilizan cominmente para evaluar el
rendimiento de los modelos de regresién, teniendo en cuenta la cantidad de variables n que
tienen en consideracién:

Cp de Mallow AIC BIC R? ajustado

= _ R%)(m —
M 2 [(n +2) - log(L)} log(m)(n +2) — 2log(L) | 1— w

m m—n—1

1. L . . . .
donde L es la probabilidad y o2 es una estimacién de la varianza asociada con cada respuesta.

4.3. Selecciéon de modelo

O Vocabulario — Al seleccionar un modelo, distinguimos 3 partes diferentes de los datos que
tenemos de la siguiente manera:

Entrenamiento Validacién Prueba

- Modelo es entrenado - Modelo es evaluado - Modelo da predicciones

- Generalmente 20 % - Datos no vistos

- También llamado hold-out

- Generalmente el 80 %
del conjunto de datos
o conjunto de desarrollo

Una vez que se ha elegido el modelo, se entrena sobre todo el conjunto de datos y se testea sobre
el conjunto de prueba no visto. Estos estan representados en la figura a continuacién:

Datos no vistos

Prueba

Datos

C C_

Validacion

Entrenamiento

0 Validacién cruzada — La validacién cruzada, también denominada CV (en inglés, Cross
validation), es un método que se utiliza para seleccionar un modelo que no confie demasiado en
el conjunto de entrenamiento inicial. Los diferentes tipos se resumen en la tabla a continuacién:

k-fold Leave-p-out

- Entrenamiento sobre los conjuntos k — 1 | - Entrenamiento en observaciones n — p

y evaluacién en el restante y evaluacién en los p restantes

- Generalmente kK =5 o 10

- El caso p =1 se llama leave-one-out

El método méds comunmente utilizado se denomina validacién cruzada k-fold y divide los datos
de entrenamiento en k conjuntos para validar el modelo sobre un conjunto mientras se entrena
el modelo en los otros k — 1 conjuntos, todo esto k veces. El error luego se promedia sobre los k
conjuntos y se denomina error de validacién cruzada.

Conjunto Datos Error de validacion Error de validacién cruzada

L@ ) e
O ) e

D I

Validacion

(S N

e G

Entrenamiento

O Regularizacion — El procedimiento de regularizacién tiene como objetivo evitar que el modelo
se sobreajuste a los datos y, por lo tanto, resuelve los problemas de alta varianza. La siguiente
tabla resume los diferentes tipos de técnicas de regularizacién cominmente utilizadas:
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LASSO

Ridge

Elastic Net

- Bueno para la seleccién
de variables

- Reduce los coeficientes a 0

Hace que los coeficientes
sean mds pequenos

Compensacién entre la
seleccién de variables y
los coeficientes pequenos

p

110 < 1 K 1 —a)|0]l: +allf] <1
o ABl -+ AlO]13 X (A=)l + o6l
AeER AeR AER, a€[0,1]
4.4. Diagnéstico

0 Sesgo — El sesgo (en inglés, Bias) de un modelo es la diferencia entre la prediccién esperada

y el modelo correcto que tratamos de predecir para determinados puntos de datos.

0 Varianza — La varianza (en inglés, Variance) de un modelo es la variabilidad de la prediccién

del modelo para puntos de datos dados.

0 Correccién de sesgo/varianza — Cuanto més simple es el modelo, mayor es el sesgo, y

cuanto méas complejo es el modelo, mayor es la varianza.

@ @
(¢ @

@ o @ ©
&) (]

Clasificacién (6] oo

®e ®e
] o @0

Error Error Error Validacién

Deep Learning

Validacién

Entrenamiento

Validacion

Entrenamiento

Entrenamiento

Epochs

Epochs

Epochs

Soluciones

- Incrementar la

complejidad del mo-
delo

- Agregar més
funciones

- Entrenar més
tiempo

- Realizar la
regularizacion

- Obtener més
datos

Underfitting Just right Overfitting
- Error de entrenamiento - Error de entrenamiento
alto - Error de entrenamiento | muy bajo
Sintomas | - Error de entrenamiento | légérement inférieure - Error de entrenamiento
cercano al error de prue- | a l'erreur de test mucho maés bajo que el
ba error de prueba
- Sesgo alto - Varianza alta
o
@
€] @
® ®
° & ®
Regresién | o 8 S e
@0
Oogé%ooo
@
(0]

O Anailisis de errores — El andlisis de errores analiza la causa rafz de la diferencia de rendi-
miento entre los modelos actuales y perfectos.

0 Andlisis ablativo — El andlisis ablativo analiza la causa raiz de la diferencia en el rendimiento
entre los modelos actuales y de referencia.

STANFORD UNIVERSITY

12

OToNO 2018



CS 229 — MACHINE LEARNING

SHERVINE AMIDI & AFSHINE AMIDI

5. Repaso

5.1. Probabilidades y Estadisticas

5.1.1. Introduccién a la probabilidad y combinatoria
O Espacio muestral — El conjunto de todos los posibles resultados de un experimento es
conocido como el espacio muestral del experimento y se denota como S.

O Evento — Cualquier subconjunto E del espacio muestral es conocido como un evento. Esto
significa que un evento es un conjunto de posibles resultados de un experimento. Si el resultado
de un experimento esta contenido en E, entonces decimos que el evento E ha ocurrido.

0 Axiomas de la probabilidad — Para cada evento E, denota P(FE) como la probabilidad de
que el evento E ocurra.

n

(1) O<P(E)<1‘ 2) ‘P(S):l‘ 3) | P UEl :ZP(Ei)
=1

i=1

O Permutacién — Una permutacién es un arreglo de r objetos tomados de un grupo de n
objetos, en un order arbitrario. El ntimero de estos arreglos es dado por P(n,r), definido como:

n!

P = (n—r)!

O Combinacién — Una combinacién es un arreglo de r objetos tomados de un grupo de n

objetos, donde el orden no importa. El nimero de estos arreglos es dado por C(n,r), definido
como:

_ P(n,r) _ n!

C(n,r)

rl rl(n —r)!

Observacion: cabe resaltar que para 0 < r < n, se tiene P(n,r) > C(n,r).

5.1.2. Probabilidad condicional
0 Regla de Bayes — Para eventos A y B tal que P(B) > 0, se tiene:
P(BJA)P(A
Ay — PENPA)
P(B)

Observacion: Se tiene P(AN B) = P(A)P(B

A) = P(A|B)P(B).

0 Particién — Sea {A;,: € [1,n]} tal que para todo i, A; # @. Se dice entonces que {A;} es
una particién si se cumple:

VidjANA;=0 y UAZv:S
i=1

n

Observacion: Para cualquier evento B del espacio muestral, se cumple P(B) = Z P(B|A;)P(A;).

=1

0 Regla de Bayes extendida — Sea {A;,i € [1,n]} una particién del espacio muestral. Se
cumple:

P(AL|B) = nP(B|AIc)P(Ak)

> P(BIA)P(A)
i=1

0 Independencia — Dos events A y B son independientes si y solo si se cumple:

\ P(ANB) = P(A)P(B)

5.1.3. Variables aleatorias

0 Variable aleatoria — Una variable aleatoria, generalmente denotada por X, es una funcién
que asocia cada elemento de un espacio muestral a una linea real.

0 Funcién de distribucién acumulada (FDA) — La funcién de distribucién acumulada F'
(en inglés CDF - Cumulative distribution function), la cual es monétonamente creciente y es tal
que:

lim F(z)=0 vy

xTr—r—00

lim F(z)=1

T—+o00o

es definida como:

F(z) = P(X < x)

Observacion: Se tiene P(a < X < B) = F(b) — F(a).

0 Funcién de densidad de probabilidad (FDP) — La funcién de densidad de probabilidad
f (en inglés PDF - Probability density function) es la probabilidad que X tome valores entre
dos ocurrencias adyacentes de la variable aleatoria.

O Relaciones entre la FDA y FDP — Estas son las propiedades mas importantes para conocer
en los casos discreto (D) y continuo (C).

Caso FDA F FDP f Propiedades de PDF
(D) | F@)=> P(X=wm) | fle;)=P(X=2;) | 0< f(z;) <land Y flz;)=1
z;<x J
x —+ o0
© | F@=[ s fo=5% | f@z0md [ o=

0 Varianza — La varianza de una variable aleatoria, frecuentemente denotada por Var(X) o

02, es la medida de dispersién de su funcién de distribucién. Esta determinada de la siguiente
manera:

Var(X) = B(X - B[X))?) = B[X?] - B[x]?

[ Desviaciéon estadndar — La desviacion estdndar de una variable aleatoria, frecuentemente
denotada por o, es una medida de la dispersién de su funcién de distribucién la cual es compatible
con las unidades de la correspondiente variable aleatoria. Se determina de la siguiente manera:
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o =4/ Var(X)

O Valor esperado y momentos de la distribucién — Aquif estén las expresiones del valor
esperado E[X], valor esperado generalizado E[g(X)], k4°*™° momento F[X*] y funcién carac-
teristica 1(w) para los casos discreto y continuo:

Caso | FIXI Elg(xX)] BlX*] @)
(D) Zivif(l‘i) Zg(a:i)f(xi) sz (z:) Zf(zi)ei‘”i
i=1 =1 — —
© /_:O @f(e)de /_ :O 9(x)f (z)dx /_ :O a* f(x)dz /_ :O f(@)e™*dx

Observacion: se tiene €'* = cos(wz) + isin(w).

0 Transformacién de variables aleatorias — Sean las variables X y Y asociadas por alguna
funcién. Denotemos como fx y fy la funcién de distribucién de X y Y respectivamente, se
tiene:

dx ‘

dy

O Regla integral de Leibniz — Sea g una funcién de x y posiblemente de ¢, y ademas sea a, b,
un intervalo que puede depender de c. Se tiene:

b
% (/a g(x)dx) = % :

fr(y) = fx(z)

a b
o) - 22 g@ + [ Liayas

0 Densidad marginal y distribucién acumulada — De la funcién conjunta de densidad de
probabilidad fxy, se tiene:

Caso Densidad marginal Funcién acumulativa
(D) Ix(zi) = foy(zmyj) Fxy(zy) = Z Ixy (i,y5)
J T; <TY; <Y
400 x Y
) | fx(=) =/ fxy(zy)dy | Fxy(z,y) =/ / Ixy (2’ y)da' dy
— o —oo0 J —c0

0 Covarianza — Definimos la covarianza de dos variables aleatorias X y Y, denotada como
0%y o cominmente como Cov(X,Y), de la siguiente manera:

Cov(X,Y) 2 0%y = B[(X — ux)(Y — py)] = EIXY] — pixpiy

0 Correlacién — Sean ox,oy las desviaciones estdndard de X y Y, definimos la correlacién
entre estas variables, denotada como pxy, de la siguiente manera:

Observaciones 1: cabe resaltar que para X, Y, variables aleatorias cualesquiera, se tiene que
pxy € [—1,1]. Si X y Y son independientes, entonces pxy = 0.

0 Distribuciones importantes — Aqui estdn las distribuciones més importantes para tomar
en cuenta:

Tipo | Distribucién FDP P(w) E[X] Var(X)
0 Desigualdad de Chebyshev — Sea X una variable aleatoria con valor esperado u. Para © nex P
k,o > 0, se tiene la siguiente desigualdad: X ~ B(n,p) P(X=z)= ) p'q (pe™ + @)™ np npq
1 Binomial z € [0,n]
PX ~ > ko) < 75 (D)
X ~ Po(u) P(X =2)=—e* G I o
Poi N
5.1.4. Variables aleatorias conjuntas orsson rEe
1 iwb _ jiwa b b— 2
X ~U@b) | f(@) = ety R L )
0 Densidad condicional — La densidad condicional de X con respecto a Y, frecuentemente Unif. b —a (b —a)iw 2 12
denotada como fx |y, es definida como: nitorm z € [a,b]
2
1 _1ifz=n )
Py (@) = 2o © | X~ Nmo) | fla)= e #(F) | genmpetet |, o
fy(y) 270
Gaussian zeR
. . . . . . . . —z 1 1 1
O Independencia — Dos variables aleatorias X y Y son consideradas independientes si se tiene: X ~ Exp(\) f(x) = Xe T > 2
. Y
Fxy (@) = Ix(@)fr () Exponential | x € By
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5.1.5. Estimaciéon de parametros

0 Muestra aleatoria — Una muestra aleatoria es una coleccién de n variables aleatorias
X1, ..., Xn que son independientes e idénticamente distribuidas a X.

O Estimador — Un estimador es una funcién de los datos que es usada para inferir el valor de
un parametro desconocido en un modelo estadistico.

0 Sesgo — El sesgo de un estimador 0 se define como la diferencia entre el valor esperado de la
distribucién de 6 y el valor exacto, esto es:

Sesgo(f) = E[0] — 6

Observacidn: se dice que un estimador es no sesgado cuando se tiene E[0] = 0.

0 Media de la muestra — La media de la muestra aleatoria se usa para estimar el valor exacto
de la media p de la distribucién, se denota frecuentemente como X y se define de la siguiente

manera:
1 n
X== E X;
n
i=1
Observacién: la media de la muestra es no sesgada, esto es E[X| = p.

0 Media de la muestra — La media de la muestra aleatoria se usa para estimar el valor exacto

de la media p de la distribucién, se denota frecuentemente como X y se define de la siguiente
manera;:

Observacion: la varianza de la muestra es no sesgada, esto es E[s?] = o2.

0O Teorema del Limite Central — Sea X1, ..., X;, una muestra aleatoria que sigue una distri-
bucién con media p y varianza o2, entonces se tiene:

X ~

n——+oo

<)

5.2. Algebra Lineal y Célculo
5.2.1. Notaciones Generales
3 Vector — Sea z € R™ un vector con n entradas, donde z; € R es la i-ésima entrada:
22
T = €R"
z'n

0 Matriz — Sea A € R™*"™ una matriz con m filas y n columnas; donde A; ; € R es el valor
ubicado en la i-ésima fila y la j-ésima columna:

A1 Ain

A= : e R™X™

Am,l Am,n

Observacion: el vector x definido arriba puede ser visto como una matriz n X 1 y es particular-
mente llamado vector-columna.

0 Matriz identidad — La matriz identidad I € R™*"™ es una matriz cuadrada con valores 1 en
su diagonal y ceros en el resto:

1 0 - 0
=] 0

R

6 - 0 1

Observacidon: para todas las matrices A € R"*™ se cumple que Ax I =1 x A= A.

0 Matriz diagonal — Una matriz diagonal D € R™*X™ es una matriz cuadrada con valores
diferentes de zero en su diagonal y cero en el resto:

d 0 - 0
p=| 0

T

0 - 0 dn

Observacion: también se denota D como diag(da,...,dn).

5.2.2. Operaciones de matrices
O Vector-vector — Hay dos tipos de multiplicaciones vector-vector:

= Producto interno: para z,y € R", se tiene que:

n

Ty = Z-’Eiyi eR

i=1

= Producto diddico : para x € R™,y € R™, se tiene que:

T1Y1
IyT — < . ) c Rmxn
TmyY1

0 Matriz-vector — El producto de la matriz A € R™*" y el vector z € R", es un vector de
tamano R™; tal que:

T1Yn

TmYn

T
a1 n
Ax = : = E ac,iz; € R™
a’z:mm i=1

donde afi son los vectores fila y a. ; son los vectores columna de A, y x; son las entradas de z.
)
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0 Matriz-matriz — El producto de las matrices A € R™*X™ y B € R™*P es una matriz de
tamaifio R™"*P | tal que:

T T
apqbe,1 ay 1bep n
AB = = E acﬂ'szi S RnxP
T T’ i
ar,mbcyl a‘r,mbCJ? i=1

donde a;"ji, bZi son los vectores fila y ac ;,bc,; son los vectores columna de A y B respectivamente.
) )

O Transpuesta — La transpuesta de una matriz A € R™*" denotada AT, es tal que sus
entradas se intercambian de la siguiente forma:

T
Aj

Vi,j, =Aj;

Observacion: dadas las matrices A,B, se cumple que (AB)T = BT AT

O Inversa — La inversa de una matriz cuadrada invertible A es denotada como A~1 y es la
tnica matriz tal que:

AAT = A la=]|

Observacion: no todas las matrices cuadradas son invertibles. Ademds, para las matrices A,B,
se cumple que (AB)~! = B~1A~1,

0 Traza — La traza de una matriz cuadrada A, denotada tr(A), es la suma de los elementos en

su diagonal:
n
tr(A) = Z Ai,i
i=1

Observacion: dadas las matrices A,B, se cumple que tr(AT) = tr(A) y tr(AB) = tr(BA).

0 Determinante — El determinante de una matriz cuadrada A € R**™ denotado |A| o det(A),
es expresado recursivamente en términos de A, \;, que es la matriz A sin su i-ésima fila ni su
j-ésima columna, de la siguiente forma:

n

det(A) = [A] = Y "(~1)"HT Ay

j=1

Avi gl

Observacion: A es invertible si y solo si |A| # 0. Ademds, |AB| = |A||B| y |AT| = |A].

5.2.3. Propiedades de matrices

0 Descomposiciéon simétrica — Una matriz dada A puede ser expresada en términos de sus
partes simétricas y antisimétricas de la siguiente forma:

A+ AT A— AT
A= 2

——— ——

Simétrica  Antisimétricas

0 Norma — Una norma (o médulo) es una funcién N : V. — [0, 4+ oo[ donde V es un vector
espacial tal que para todo z,y € V, se cumple que:

» N(z+y) < N(z)+ N(y)
» N(az) = |a|N(z) siendo a un escalar
= si N(z) =0, entonces x = 0

Para « € V, las normas cominmente utilizadas se resumen en la siguiente tabla:

Norma Notacién | Definicién Caso de uso
n
Manhattan, L' [lz]|1 Z B LASSO
i=1
Euclidean, L? [|z]]2 Ridge
1
n P
p-norma, LP [lz||p Z z? Desigualdad de Holder
i=1
Infinito, L*° [1z]| oo max |z;| Convergencia
K3

0O Dependencia lineal — Un conjunto de vectores se dice que es linealmente dependiente si uno
de los vectores del conjunto puede ser definido como una combinacién lineal de los restantes.

Observacion: si ningun vector puede ser escrito de esta forma, entonces se dice que los vectores
son linealmente independientes.

0 Rango matricial — El rango de una matriz dada A es denotado rank(A) y es la dimensién del
espacio vectorial generado por sus columnas. Esto es equivalente al méximo ntimero de columnas
linealmente independientes de A.

0 Matriz semi-definida positiva — Una matriz A € R"*" es semi-defininda positiva (PSD),
lo cual se denota como A > 0, si se cumple que:

A=AaT y ‘VxGR", 2T Az >0

Observacion: de itgual forma, una matriz A se dice definida positiva, lo cual se denota con A » 0,
si es una matriz PSD que satisface para todos los vectores = diferentes de cero, T Az > 0.

0 Valor propio, vector propio — Dada una matriz A € R"*" X se dice que es un valor propio
(eigenvalue, en inglés) de A si existe un vector z € R™\{0}, llamado vector propio (eigenvector,
en inglés), tal que:

Az =Xz

0 Teorema espectral — Sea A € R™"*™. Si A es simétrica, entonces A es diagonalizable a través
de una matriz real ortogonal U € R"*™. Denotando A = diag(A1,...,An), se tiene que:

‘ JA diagonal, A= UAUT ‘

0 Descomposiciéon en valores singulares — Para una matriz dada A de dimensiones m X
n, la descomposicién en valores singulares (SVD, por sus siglas en inglés de Singular-Value
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Decomposition) es una técnica de factorizacién que garantiza la existencia de las matrices U
m X m unitaria, 3 m X n diagonal y V n X n unitaria, tal que:

A=UxvT

5.2.4. Caélculo de matrices

O Gradiente — Sea f : R™*™ — R una funcién y A € R™*" una matriz. El gradiente de f con
respecto a A es una matriz de m X n, denotada por V4 f(A), tal que:

(VAf(A)> = (Zj;(i)

0]

Observacion: el gradiente de f se define unicamente cuando f es una funcién que retorna un
escalar.

0 Hessiana — Sea f : R®™ — R una funcién y x € R™ un vector. La hessiana de f con recpecto
a = es una matriz simétrica n x n, denotada V2 f(x), tal que:

(v2r@), - )

Observacion: la matriz hessiana de f se define unicamente cuando f es una funcion que devuelve
un escalar.

0 Operaciones de gradiente — Dadas las matrices A,B,C, las siguientes propiedades de gra-
diente merecen ser tenidas en cuenta:

Vatr(AB) = BT \ \ Var f(A) = (Vaf(A)" \

| VAr(ABATC) = CAB+CTABT | | V4l = |AI(A7)7 |
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