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Introduccién a la probabilidad y combinatoria

O Espacio muestral — El conjunto de todos los posibles resultados de un experimento es
conocido como el espacio muestral del experimento y se denota como S.

0 Evento — Cualquier subconjunto E del espacio muestral es conocido como un evento. Esto
significa que un evento es un conjunto de posibles resultados de un experimento. Si el resultado
de un experimento esta contenido en F, entonces decimos que el evento E ha ocurrido.

0 Axiomas de la probabilidad — Para cada evento E, denota P(FE) como la probabilidad de
que el evento E ocurra.

M [o<pP@E <1] @ [PE)=1] )

P OE :XH:P(Ei)
=1

i=1

O Permutacién — Una permutacién es un arreglo de r objetos tomados de un grupo de n
objetos, en un order arbitrario. El ntimero de estos arreglos es dado por P(n,r), definido como:

n!

P(n,r) = W

O Combinacién — Una combinacién es un arreglo de r objetos tomados de un grupo de n

objetos, donde el orden no importa. El nimero de estos arreglos es dado por C(n,r), definido
como:
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Observacidn: cabe resaltar que para 0 < r < n, se tiene P(n,r) = C(n,r).

Probabilidad condicional

0 Regla de Bayes — Para eventos A y B tal que P(B) > 0, se tiene:
P(B|A)P(A)
P(B)

P(A|B) =

Observacién: Se tiene P(AN B) = P(A)P(B|A) = P(A|B)P(B).

0 Particién — Sea {A;,: € [1,n]} tal que para todo i, A; # @. Se dice entonces que {A;} es
una particién si se cumple:
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Observacidén: Para cualquier evento B del espacio muestral, se cumple P(B) = Z P(B|A;)P(A;).

i=1

0 Regla de Bayes extendida — Sea {A;,i € [1,n]} una particién del espacio muestral. Se
cumple:

P(AL|B) = f(B|Ak)P(Ak)

> P(BlA)P(A)
i=1

0 Independencia — Dos events A y B son independientes si y solo si se cumple:

| P(AN B) = P(A)P(B)

Variables aleatorias

0 Variable aleatoria — Una variable aleatoria, generalmente denotada por X, es una funcién
que asocia cada elemento de un espacio muestral a una linea real.

0 Funcién de distribucién acumulada (FDA) — La funcién de distribucién acumulada F
(en inglés CDF - Cumulative distribution function), la cual es monétonamente creciente y es tal
que:

lim F(zx)=0 y
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es definida como:

F(z) = P(X < z)

Observacién: Se tiene P(a < X < B) = F(b) — F(a).

0 Funcién de densidad de probabilidad (FDP) — La funcién de densidad de probabilidad
f (en inglés PDF - Probability density function) es la probabilidad que X tome valores entre
dos ocurrencias adyacentes de la variable aleatoria.

O Relaciones entre la FDA y FDP — Estas son las propiedades mas importantes para conocer
en los casos discreto (D) y continuo (C).
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0 Varianza — La varianza de una variable aleatoria, frecuentemente denotada por Var(X) o

02, es la medida de dispersién de su funcién de distribucién. Esta determinada de la siguiente
manera:

Var(X) = E[(X - BIX))?] = B[X?] - E[X]?

O Desviacién estdndar — La desviacién estdandar de una variable aleatoria, frecuentemente
denotada por o, es una medida de la dispersién de su funcién de distribucién la cual es compatible
con las unidades de la correspondiente variable aleatoria. Se determina de la siguiente manera:

o =4/ Var(X)

0 Valor esperado y momentos de la distribucién — Aqui estdn las expresiones del valor
esperado E[X], valor esperado generalizado E[g(X)], k°*™° momento F[X*] y funcién carac-
teristica 1(w) para los casos discreto y continuo:

Caso | B[ Blg(x)] BX*) ¥
O | D wit@) | D g@of@) | D ki@ | D fae
i=1 i=1 i=1 i=1
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Observacion: se tiene e*“* = cos(wx) + i sin(wz).

0 Transformacién de variables aleatorias — Sean las variables X y Y asociadas por alguna
funcién. Denotemos como fx y fy la funcién de distribuciéon de X y Y respectivamente, se

tiene:
dx ‘
dy

fr(y) = fx(z)

O Regla integral de Leibniz — Sea g una funcién de x y posiblemente de ¢, y ademas sea a, b,
un intervalo que puede depender de c. Se tiene:

0 b ab
e (/a g(x)dx) = e

0 Desigualdad de Chebyshev — Sea X una variable aleatoria con valor esperado u. Para
k,o > 0, se tiene la siguiente desigualdad:

a b
90 - 50 @)+ [ L@

1
P(X — 4l > ko) < 15

Variables aleatorias conjuntas

[ Densidad condicional — La densidad condicional de X con respecto a Y, frecuentemente
denotada como fx|y, es definida como:

_ fxy(zy)
Fxv (=) = Iy (y)

O Independencia — Dos variables aleatorias X y Y son consideradas independientes si se tiene:

fxv (zy) = fx (@) fy (y)

0O Densidad marginal y distribucién acumulada — De la funcién conjunta de densidad de
probabilidad fxy, se tiene:

Caso Densidad marginal Funcién acumulativa
(D) fx(zi) = foy(xzwyj) Fxy(zy) = Z Z Ixy (®i,y5)
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O Covarianza — Definimos la covarianza de dos variables aleatorias X y Y, denotada como
O'g(y o comunmente como Cov(X,Y), de la siguiente manera:

Cov(X.Y) 2 0%y = BI(X — pux)(Y — py)] = EIXY] — pxpy

0 Correlaciéon — Sean ox,oy las desviaciones estdndard de X y Y, definimos la correlacién
entre estas variables, denotada como pxy, de la siguiente manera:

Observaciones 1: cabe resaltar que para X, Y, variables aleatorias cualesquiera, se tiene que
pxy € [—1,1]. Si X y Y son independientes, entonces pxy = 0.

0 Distribuciones importantes — Aqui estan las distribuciones més importantes para tomar
en cuenta:
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Tipo | Distribucién FDP P(w) E[X] Var(X) 0 Teorema del Limite Central - Sea X1, ..., X;, una muestra aleatoria que sigue una distri-
- bucién con media p y varianza o2, entonces se tiene:
X ~B(n,p) | P(X=1)= z) pud" " | (pe™ + ™ | np npq -
- ¥ R)
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X ~ Exp()\) flz) = Ae™ " [ 3 2
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Estimaciéon de parametros

J Muestra aleatoria — Una muestra aleatoria es una coleccién de n variables aleatorias
X1, ..., Xn que son independientes e idénticamente distribuidas a X.

0 Estimador — Un estimador es una funcién de los datos que es usada para inferir el valor de
un parametro desconocido en un modelo estadistico.

0 Sesgo — El sesgo de un estimador 0 se define como la diferencia entre el valor esperado de la
distribucién de 6 y el valor exacto, esto es:

Sesgo() = E[0] — 0

Observacién: se dice que un estimador es no sesgado cuando se tiene E[0] = 0.

0 Media de la muestra — La media de la muestra aleatoria se usa para estimar el valor exacto
de la media p de la distribucién, se denota frecuentemente como X y se define de la siguiente

manera:
n
- 1
X =- E X;
n
i=1
Observacion: la media de la muestra es no sesgada, esto es E[X]| = p.

0 Media de la muestra — La media de la muestra aleatoria se usa para estimar el valor exacto

de la media p de la distribucién, se denota frecuentemente como X y se define de la siguiente
manera:

Observacion: la varianza de la muestra es no sesgada, esto es E[s?] = o2.
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