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通通通用用用符符符号号号

r 向向向量量量 – 我们记为一个n 维的向量，其中xi ∈ R 是第i 维的元素：

x =

 x1
x2
...
xn

 ∈ Rn

r 矩矩矩阵阵阵 – 我们记A ∈ Rm×n 为一个m 行n 列的矩阵，其中Ai,j ∈ R 是第i 行j 列的元素：

A =

(
A1,1 · · · A1,n

...
...

Am,1 · · · Am,n

)
∈ Rm×n

注意：如上定义的向量x 可以被看做是一个n× 1 的矩阵，常被称为一个列向量。

r 单单单位位位矩矩矩阵阵阵 – 单位矩阵I ∈ Rn×n 是一个方阵其对角线上均是1 其余位置均为0。

I =


1 0 · · · 0

0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 0
0 · · · 0 1


注：对所有矩阵A ∈ Rn×n，我们有A× I = I ×A = A。

r 对对对角角角阵阵阵 – 对角阵D ∈ Rn×n 是一个方阵其对角线上元素均是非零值，其余位置均为0。

D =


d1 0 · · · 0

0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 0
0 · · · 0 dn


注：我们记D 为diag(d1,...,dn)。

矩矩矩阵阵阵运运运算算算

r 向向向量量量-向向向量量量 – 存在两种类型的向量-向量乘积：

• 内积：对x,y ∈ Rn，我们有：

xT y =
n∑

i=1

xiyi ∈ R

• 外积：对x ∈ Rm, y ∈ Rn，我们有：

xyT =
( x1y1 · · · x1yn

...
...

xmy1 · · · xmyn

)
∈ Rm×n

r 矩矩矩阵阵阵-向向向量量量 – 矩阵A ∈ Rm×n 和向量x ∈ Rn 的乘积是一个大小为Rm 的向量，满足：

Ax =

 aT
r,1x

...
aT

r,mx

 =
n∑

i=1

ac,ixi ∈ Rm

其中aT
r,i 是行向量，ac,j 是A 的列向量，xi 是x 的元素。

r 矩矩矩阵阵阵-矩矩矩阵阵阵 – 矩阵A ∈ Rm×n 和B ∈ Rn×p 的乘积是一个大小为Rn×p 的矩阵，满足：

AB =

 aT
r,1bc,1 · · · aT

r,1bc,p

...
...

aT
r,mbc,1 · · · aT

r,mbc,p

 =
n∑

i=1

ac,ib
T
r,i ∈ Rn×p

其中aT
r,i, b

T
r,i 是行向量，ac,j , bc,j 分别是A 和B 的列向量

r 转转转置置置 – 矩阵A ∈ Rm×n 的转置，记作AT，是其中元素的翻转

∀i,j, AT
i,j = Aj,i

注：对矩阵A,B，我们有(AB)T = BTAT

r 逆逆逆 – 可逆方阵A 的逆记作A`1 和唯一满足下列要求的矩阵：

AA−1 = A−1A = I

注：不是所有方阵都是可逆的。同样，对矩阵A,B，我们有(AB)−1 = B−1A−1

r 迹迹迹 – 方阵A 的迹，记作tr(A)，是对角线元素的和：

tr(A) =
n∑

i=1

Ai,i

注：对矩阵A,B，我们有tr(AT ) = tr(A) 和tr(AB) = tr(BA)

r 行行行列列列式式式 – 方阵的行列式，记作|A| 或者det(A) 采用去掉第i 行j 列的矩阵A\i,\j 递归表达为如下形

式：

det(A) = |A| =
n∑

j=1

(−1)i+jAi,j |A\i,\j |

注：A 可逆当且仅当|A| 6= 0。同样，有|AB| = |A||B| 和|AT | = |A|。
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矩矩矩阵阵阵的的的性性性质质质

r 对对对称称称分分分解解解 – 一个给定矩阵A 可以用其对阵和反对称部分进行表示：

A = A+AT

2︸ ︷︷ ︸
对称

+ A−AT

2︸ ︷︷ ︸
反对阵

r 范范范数数数 – 一个范数是一个函数N : V −→ [0, +∞[ 其中V 是一个向量空间，满足对所有x,y ∈ V，
有：

• N(x+ y) 6 N(x) +N(y)

• 对一个标量a，有N(ax) = |a|N(x)

• 若N(x) = 0，则x = 0

对xΦV，最常用的范数列在下表中：

范范范数数数 符符符号号号 定定定义义义 用用用例例例

曼哈顿, L1 ||x||1
n∑

i=1

|xi| LASSO

欧几里德, L2 ||x||2

√√√√ n∑
i=1

x2
i Ridge

p-范数, Lp ||x||p

(
n∑

i=1

xp
i

) 1
p

赫尔德不等式

无穷, L∞ ||x||∞ max
i
|xi| 一致收

r 线线线性性性相相相关关关 – 向量集合被称作线性相关的当其中一个向量可以被定义为其他向量的线性组合。
注：若无向量可以按照此法表示，则这些向量被称为线性无关。

r 矩矩矩阵阵阵的的的秩秩秩 – 给定矩阵A 的秩记作rank(A) 是由列向量生成的向量空间的维度。这等价于A 的线性
无关列向量的最大数目。

r 半半半正正正定定定矩矩矩阵阵阵 – 矩阵A ∈ Rn×n 是半正定矩阵（PSD），记作A � 0，当我们有：

A = AT 和 ∀x ∈ Rn, xTAx > 0

注：类似地，矩阵A被称作正定，记作A � 0，当它是一个PSD矩阵且满足所有非零向量x，xTAx >
0。

r 特特特征征征值值值，，，特特特征征征向向向量量量 – 给定矩阵A ∈ Rn×n，λ 被称作A 的一个特征值当存在一个向量z ∈ Rn\{0}
称作特征向量，满足：

Az = λz

r 谱谱谱定定定理理理 – 令A ∈ Rn×n，若A 是对称的，则A 可以被一个实正交矩阵U ∈ Rn×n 对角化。记Λ =
diag(λ1,...,λn)，我们有：

∃Λ 对角阵, A = UΛUT

r 奇奇奇异异异值值值分分分解解解 – 对一个给定矩阵A，其维度为m× n，奇异值分解（SVD）是一个因子分解机巧，能
保证存在酉矩阵U m×m，对角阵Σ m× n 和酉矩阵V n× n，满足：

A = UΣV T

矩矩矩阵阵阵的的的微微微积积积分分分

r 梯梯梯度度度 – 令f : Rm×n → R 一个函数A ∈ Rm×n 一个矩阵。f 关于A 的梯度是一个mxn 的矩阵，记
作∇Af(A)，满足： (

∇Af(A)
)

i,j

= ∂f(A)
∂Ai,j

注：f 的梯度仅当f 是返回一个标量的函数时有定义。

r Hessian – 令f : Rn → R 一个函数，x ∈ Rn 一个向量。f 的关于x 的Hessian 是一个n× n 的对
称阵，记作∇2

xf(x)，满足： (
∇2

xf(x)
)

i,j
= ∂2f(x)
∂xi∂xj

注：f 的Hessian 仅当f 是一个返回标量的函数时有定义。

r 梯梯梯度度度运运运算算算 – 对矩阵A,B,C，下列梯度性质值得记住：

∇Atr(AB) = BT ∇AT f(A) = (∇Af(A))T

∇Atr(ABATC) = CAB + CTABT ∇A|A| = |A|(A−1)T
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