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幾幾幾率率率與與與組組組合合合數數數學學學介介介紹紹紹

r 樣樣樣本本本空空空間間間 – 一個實驗的所有可能結果的集合稱之為這個實驗的樣本空間，記做S

r 事事事件件件 – 樣本空間的任何子集合E 被稱之為一個事件。也就是說，一個事件是實驗的可能結果的集
合。如果該實驗的結果包含E，我們稱我們稱E 發生

r 機機機率率率公公公理理理 – 對於每個事件E，我們用P (E) 表示事件E 發生的機率

(1) 0 6 P (E) 6 1 (2) P (S) = 1 (3) P

(
n⋃
i=1

Ei

)
=

n∑
i=1

P (Ei)

r 排排排列列列 – 排列指的是從n 個相異的物件中，取出r 個物件按照固定順序重新安排，這樣安排的數量
用P (n, r) 來表示，定義為：

P (n, r) = n!
(n− r)!

r 組組組合合合 – 組合指的是從n 個物件中，取出r 個物件，但不考慮他的順序。這樣組合要考慮的數量
用C(n, r) 來表示，定義為：

C(n, r) = P (n, r)
r!

= n!
r!(n− r)!

注意：對於0 6 r 6 n，我們會有P (n,r) > C(n,r)

條條條件件件機機機率率率

r 貝貝貝氏氏氏定定定理理理 – 對於事件A 和B 滿足P (B) > 0 時，我們定義如下：

P (A|B) = P (B|A)P (A)
P (B)

注意：P (A ∩B) = P (A)P (B|A) = P (A|B)P (B)

r 分分分割割割 – 令{Ai, i ∈ [[1,n]]} 對所有的i，Ai 6= ∅，我們說{Ai} 是一個分割，當底下成立時：

∀i 6= j, Ai ∩Aj = ∅ 和

n⋃
i=1

Ai = S

注意：對於任何在樣本空間的事件B 來說，P (B) =
n∑
i=1

P (B|Ai)P (Ai)

r 貝貝貝氏氏氏定定定理理理的的的擴擴擴展展展 – 令{Ai, i ∈ [[1,n]]} 為樣本空間的一個分割，我們定義：

P (Ak|B) = P (B|Ak)P (Ak)
n∑
i=1

P (B|Ai)P (Ai)

r 獨獨獨立立立 – 當以下條件滿足時，兩個事件A 和B 為獨立事件：
P (A ∩B) = P (A)P (B)

隨隨隨機機機變變變數數數

r 隨隨隨機機機變變變數數數 – 一個隨機變數X，它是一個將樣本空間中的每個元素映射到實數域的函數

r 累累累積積積分分分佈佈佈函函函數數數(CDF) – 累積分佈函數F 是單調遞增的函數，其 lim
x→−∞

F (x) = 0 且 lim
x→+∞

F (x) =

1，定義如下：
F (x) = P (X 6 x)

注意：P (a < X 6 B) = F (b)− F (a)

r 機機機率率率密密密度度度函函函數數數 – 機率密度函數f 是隨機變數X 在兩個相鄰的實數值附近取值的機率

r 機機機率率率密密密度度度函函函數數數和和和累累累積積積分分分佈佈佈函函函數數數的的的關關關係係係 – 底下是一些關於離散(D) 和連續(C) 的情況下的重要屬性

情情情況況況 累累累積積積分分分佈佈佈函函函數數數F 機機機率率率密密密度度度函函函數數數f 機機機率率率密密密度度度函函函數數數的的的屬屬屬性性性

(D) F (x) =
∑
xi6x

P (X = xi) f(xj) = P (X = xj) 0 6 f(xj) 6 1 和
∑
j

f(xj) = 1

(C) F (x) =
ˆ x
−∞

f(y)dy f(x) = dF

dx
f(x) > 0 和

ˆ +∞

−∞
f(x)dx = 1

r 變變變異異異數數數 – 隨機變數的變異數通常表示為Var(X) 或σ2，用來衡量一個分佈離散程度的指標。其表示
如下：

Var(X) = E[(X − E[X])2] = E[X2]− E[X]2

r 標標標準準準差差差 – 一個隨機變數的標準差通常表示為σ，用來衡量一個分佈離散程度的指標，其單位和實際
的隨機變數相容，表示如下：

σ =
√

Var(X)

r 分分分佈佈佈的的的期期期望望望值值值和和和動動動差差差 – 底下是期望值E[X]、一般期望值E[g(X)]、第k 個動差和特徵函數ψ(ω) 在
離散和連續的情況下的表示式：
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情情情況況況 E[X] E[g(X)] E[Xk] ψ(ω)

(D)
n∑
i=1

xif(xi)
n∑
i=1

g(xi)f(xi)
n∑
i=1

xki f(xi)
n∑
i=1

f(xi)eiωxi

(C)
ˆ +∞

−∞
xf(x)dx

ˆ +∞

−∞
g(x)f(x)dx

ˆ +∞

−∞
xkf(x)dx

ˆ +∞

−∞
f(x)eiωxdx

r 隨隨隨機機機變變變數數數的的的轉轉轉換換換 – 令變數X 和Y 由某個函式連結在一起。我們定義fX 和fY 是X 和Y 的分佈函
式，可以得到：

fY (y) = fX(x)
∣∣∣dx
dy

∣∣∣
r 萊萊萊布布布尼尼尼茲茲茲積積積分分分法法法則則則 – 令g 為x 和c 的函數，a 和b 是依賴於c 的的邊界，我們得到：

∂

∂c

(ˆ b
a
g(x)dx

)
= ∂b

∂c
· g(b)− ∂a

∂c
· g(a) +

ˆ b
a

∂g

∂c
(x)dx

r 柴柴柴比比比雪雪雪夫夫夫不不不等等等式式式 – 令X 是一隨機變數，期望值為µ。對於k, σ > 0，我們有以下不等式：

P (|X − µ| > kσ) 6
1
k2

聯聯聯合合合分分分佈佈佈隨隨隨機機機變變變數數數

r 條條條件件件密密密度度度 – X 對於Y 的條件密度，通常用fX|Y 表示如下：

fX|Y (x) = fXY (x,y)
fY (y)

r 獨獨獨立立立 – 當滿足以下條件時，我們稱隨機變數X 和Y 互相獨立：

fXY (x,y) = fX(x)fY (y)

r 邊邊邊緣緣緣密密密度度度和和和累累累積積積分分分佈佈佈 – 從聯合密度機率函數fXY 中我們可以得到：

種種種類類類 邊緣密度函數 累積函數

(D) fX(xi) =
∑
j

fXY (xi,yj) FXY (x,y) =
∑
xi6x

∑
yj6y

fXY (xi,yj)

(C) fX(x) =
ˆ +∞

−∞
fXY (x,y)dy FXY (x,y) =

ˆ x
−∞

ˆ y
−∞

fXY (x′,y′)dx′dy′

r 獨獨獨立立立 – 當滿足以下條件時，我們稱隨機變數X 和Y 互相獨立：

ψX+Y (ω) = ψX(ω)× ψY (ω)

r 共共共變變變異異異數數數 – 我們定義隨機變數X 和Y 的共變異數為σ2
XY 或Cov(X,Y ) 如下：

Cov(X,Y ) , σ2
XY = E[(X − µX)(Y − µY )] = E[XY ]− µXµY

r 相相相關關關性性性 – 我們定義σX、σY 為X 和Y 的標準差，而X 和Y 的相關係數ρXY 定義如下：

ρXY =
σ2
XY

σXσY

注意一：對於任何隨機變數X 和Y 來說，ρXY ∈ [−1,1] 成立
注意二：當X 和Y 獨立時，ρXY = 0

r 主主主要要要的的的分分分佈佈佈 – 底下是我們需要熟悉的幾個主要的不等式：

種種種類類類 分分分佈佈佈 PDF ψ(ω) E[X] Var(X)

X ∼ B(n, p) P (X = x) =
(
n

x

)
pxqn−x (peiω + q)n np npq

Binomial x ∈ [[0,n]]
(D)

X ∼ Po(µ) P (X = x) = µx

x!
e−µ eµ(eiω−1) µ µ

Poisson x ∈ N

X ∼ U(a, b) f(x) = 1
b− a

eiωb − eiωa

(b− a)iω
a+ b

2
(b− a)2

12
Uniform x ∈ [a,b]

(C) X ∼ N (µ, σ) f(x) = 1
√

2πσ
e
− 1

2

(
x−µ
σ

)2

eiωµ−
1
2ω

2σ2
µ σ2

Gaussian x ∈ R

X ∼ Exp(λ) f(x) = λe−λx
1

1− iω
λ

1
λ

1
λ2

Exponential x ∈ R+

參參參數數數估估估計計計

r 隨隨隨機機機抽抽抽樣樣樣 – 隨機抽樣指的是n 個隨機變數X1, ..., Xn 和X 獨立且同分佈的集合

r 估估估計計計量量量 – 估計量是一個資料的函數，用來推斷在統計模型中未知參數的值
r 偏偏偏差差差 – 一個估計量的偏差θ̂ 定義為θ̂ 分佈期望值和真實值之間的差距：

Bias(θ̂) = E[θ̂]− θ

注意：當E[θ̂] = θ 時，我們稱為不偏估計量

r 樣樣樣本本本平平平均均均 – 一個隨機樣本的樣本平均是用來預估一個分佈的真實平均µ，通常我們用X 來表示，定
義如下：
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X = 1
n

n∑
i=1

Xi

注意：當E[X] = µ 時，則為不偏樣本平均

r 樣樣樣本本本變變變異異異數數數 – 一個隨機樣本的樣本變異數是用來估計一個分佈的真實變異數σ2，通常使用s2 或σ̂2

來表示，定義如下：

s2 = σ̂2 = 1
n− 1

n∑
i=1

(Xi −X)2

注意：當E[s2] = σ2 時，稱之為不偏樣本變異數

r 中中中央央央極極極限限限定定定理理理 – 當我們有一個隨機樣本X1, ..., Xn 滿足一個給定的分佈，其平均數為µ，變異數
為σ2，我們有：

X ∼
n→+∞

N
(
µ,

σ
√
n

)

Stanford University 3 Fall 2018

https://stanford.edu/~shervine/l/zh-tw

