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Notations générales

O Vecteur — On note x € R™ un vecteur a n entrées, ou x; € R est la i°"€ entrée :
1
2
€ R"
Tn

0 Matrice — On note A € R”*™ aune matrice a m lignes et n colonnes, ot A; ; € R est 'entrée

située & la i®™€ ligne et j%™¢€ colonne :
A1 Ain
A o . G Rmxn
A%Ll Aﬁun

Remarque : le vecteur x défini ci-dessus peut étre vu comme une matrice n X 1 et est aussi
appelé vecteur colonne.

0 Matrice identitée — La matrice identitée I € R™”*"™ est une matrice carrée avec des 1 sur sa
diagonale et des 0 partout ailleurs :

1 0 - 0
=] 0

A

0 -~ 0 1

Remarque : pour toute matrice A € R"*" ona AxI=1xA=A.

0 Matrice diagonale — Une matrice diagonale D € R™*"™ est une matrice carrée avec des
valeurs non nulles sur sa diagonale et des zéros partout ailleurs.

d1 0 e 0
p=1] 0
S |
o - 0 dn
Remarque : on note aussi D = diag(dy,...,dn).

Opérations matricielles

O Vecteur-vecteur — Il y a deux types de multiplication vecteur-vecteur :

— Produit scalaire : pour z,y € R™, on a :

n

2Ty = E z;y; € R

=1

— Produit dyadique : pour x € R™,y € R", on a :

T1Y1
a:yT:< :

TmY1

ZT1Yn

) c Rmxn

0 Matrice-vecteur — Le produit de la matrice A € R™*™ et du vecteur z € R™ est un vecteur
de taille R™, tel que :

TmYn

azlx n
Ax = : = Zac,ixi c€R™
aZ:'mx i=1
ou az:i sont les vecteurs-ligne et a., ; sont les vecteurs-colonne de A et x; sont les entrées de x.

0 Matrice-matrice — Le produit des matrices A € R™*X™ et B € R™*P est une matrice de
taille R*XP_ tel que :

T T
anlbﬁl anlbﬁp n
AB = = E ac,iby; € R™P
T T i
arnnbal arﬂnbﬁp i=1
ott T, b7 sont des vecteurs-ligne et ac j,bc,; sont des vecteurs-colonne de A et B respective-
ment.

0 Transposée — La transposée est une matrice A € R™*" notée AT, qui est telle que ses
entrées sont renversées.

Vij, AT, =A;,

Remarque : pour des matrices A, B, on a (AB)T = BT AT.

O Inverse — L’inverse d’une matrice carrée inversible A est notée A~1 et est Punique matrice
telle que :

laat—ala=1]

Remarque : toutes les matricées carrés ne sont pas inversibles. Aussi, pour des matrices A,B,
ona (AB)"t' =B tA-1

0 Trace — La trace d’une matrice carrée A, notée tr(A), est la somme de ses entrées diagonales :

tr@4):: j;:‘ALi
i=1

Remargue : pour toutes matrices A, B, on a tr(AT) = tr(A) et tr(AB) = tr(BA).

0 Déterminant — Le déterminant d’une matrice carrée A € R™*" notée |A| ou det(A) est
exprimée récursivement en termes de Ay, \;, qui est la matrice A sans sa ¢ ligne et j*me

colonne, de la maniére suivante :

n

det(A) = [A] = Y (~1)FT 4,54\

j=1
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Remarque : A est inversible si et seulement si |A| # 0. Aussi, |AB| = |A||B| et |AT| = |A|.

Propriétés matricielles

0 Décomposition symmeétrique — Une matrice donnée A peut étre exprimée en termes de
ses parties symmétrique et antisymmétrique de la maniére suivante :

A+ AT A— AT

A=

2 2
N—— N——

Symmétrique  Antisymmétrique

0 Norme — Une norme est une fonction N : V.— [0, + oco[ ou V est un espace vectoriel, et tel
que pour tous z,y € V, on a :

— N(z+y) <N(z)+ N(y)
— N(az) = |a|N(z) pour a scalaire
— si N(z) =0, alors z =0

Pour z € V| les normes les plus utilisées sont récapitulées dans le tableau ci-dessous :

Norme Notation | Définition Cas
n
Manhattan, L' [lz]1 E |24 LASSO
i=1
Euclidien, L2 [|lz]|2 Ridge
1
n P
p-norme, LP [lz||p Z z? Inégalité de Holder
i=1
Infini, L*° [|z|| oo max |z;| Convergence uniforme
K3

O Dépendance linéaire — Un ensemble de vecteurs est considéré comme étant linéairement
dépendant si un des vecteurs de cet ensemble peut étre défini comme une combinaison des autres.

Remarque : si aucun vecteur ne peut étre moté de cette maniére, alors les vecteurs sont dits
linéairement indépendants.

O Rang d’une matrice — Le rang d’une matrice donnée A est notée rang(A) et est la dimension
de I’espace vectoriel généré par ses colonnes. Ceci est équivalent au nombre maximum de colonnes
indépendantes de A.

0 Matrice semi-définie positive — Une matrice A € R™"*" est semi-définie positive et est
notée A = 0 silon a :

A=AT| et ‘VzeR", zT Az >0

Remarque : de maniére similaire, une matrice A est dite définie positive et est notée A »= 0 si
elle est semi-définie positive et que pour tout vector x non-nul, on a 1 Az > 0.

O Valeur propre, vecteur propre — Etant donné une matrice A € R®X™ X est une valeur
propre de A s’il existe un vecteur z € R™"\{0}, appelé vecteur propre, tel que :

Az =Xz

0 Théoréme spectral — Soit A € R"*X™. Si A est symmétrique, alors A est diagonalisable par
une matrice orthogonale réelle U € R"*"™. En notant A = diag(A1,...,An), on a :

‘ JA diagonal, A =UAUT ‘

0 Décomposition en valeurs singuliéres — Pour une matrice A de dimensions m X n, la
décomposition en valeurs singuliéres est une technique de factorisation qui garantit 1’existence
d’une matrice unitaire U m X m, d’une matrice diagonale ¥ m X n et d’'une matrice unitaire V'

n X n, tel que :
A=UsvT

Analyse matricielle

0 Gradient — Soit f : R™*"™ — R une fonction et A € R™*" une matrice. Le gradient de f
par rapport & A est une matrice de taille m x n, notée V 4 f(A), telle que :

(varw) =202

T A,

%)

Remarque : le gradient de f est seulement défini lorsque f est une fonction donnant un scalaire.

0 Hessienne — Soit f : R™ — R une fonction et « € R™ un vecteur. La hessienne de f par
rapport & x est une matrice symmetrique n X n, notée V2 f(z), telle que :

2 x
(virm), =550

- Bzzaxj

Remarque : la hessienne de f est seulement définie lorsque f est une fonction qui donne un
scalaire.

0 Opérations de gradient — Pour des matrices A,B,C), les propriétés de gradient suivants sont
bons a savoir :

| VauraB) = B" | [Vars(4) = (Vaf(a)" |

| Vatr(ABATC) = CAB+ 0T AB" | [ V4l = |A(47)" |
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