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احتمالات و آمار یادآوری

वوպنʣڝࠤدی اΕۜؑنʣڝࠤدیو
١٣٩٨ شهریور ١۵

کریمی. محمد توسط بازبینی نوری. عرفان توسط فارسی به ترجمه

ترکیبیات و احتمالات بر مقدمه ای

می شود. داده نمایش S با که گویند آزمایش آن نمونه ی فضای را آزمایش یک پیشامدهای همه ی مجموعه ی – نمونه فضای r

از مجموعه ای رخداد یک دیگر، عبارت به می شود. گرفته نظر در رخداد یک نمونه فضای از E زیرمجموعه ی هر – رخداد r
Eاتفاق رخداد که می گوییم حالت این در Eباشد، مجموعه ی از عضوی آزمایش یک پیشامد اگر است. آزمایش یک پیشامدهای

است. افتاده
Eمی باشد. رخداد افتادن اتفاق احتمال P (E) ،E رخداد هر برای – احتمالات موضوعه ی اصول r

(1) 0 ⩽ P (E) ⩽ 1 (2) P (S) = 1 (3) P

(
n∪

i=1

Ei

)
=

n∑
i=1

P (Ei)

است P (n, r) جایگشت ها چنین این تعداد است. خاص ترتیب یک با شی n از شی r از چیدمانی جایگشت یک – جایگشت r
: می شود تعریف زیر صورت به که

P (n, r) =
n!

(n− r)!

ترکیب ها چنین این تعداد باشد. نداشته اهمیتی ترتیب که طوری به است، شی n از شی r از چیدمانی ترکیب یک – ترکیب r
: می شود تعریف زیر صورت به که ,C(nاست r)

C(n, r) =
P (n, r)
r!

=
n!

r!(n− r)!

.P (n,r) ⩾ C(n,r) داریم ،0 ⩽ r ⩽ n برای : نکته

شرطی احتمال

: داریم P (B) > 0 که طوری Bبه Aو رخدادهای –برای بیز قضیه ی r

P (A|B) =
P (B|A)P (A)

P (B)

.P (A ∩B) = P (A)P (B|A) = P (A|B)P (B) داریم  : نکته

یک {Ai} می گوییم صورت این در .Ai ̸= ∅ ،i باشیم داشته i هر ازای به {Ai, i ∈ [[1,n]]} برای می کنیم فرض – افراز r
: اگر است افراز

∀i ̸= j, Ai ∩Aj = ∅ و
n∪

i=1

Ai = S

.P (B) =
n∑

i=1

P (B|Ai)P (Ai) داریم نمونه فضای Bدر رخداد هر برای : نکته

: داریم صورت این در باشید. نمونه فضای از افراز یک {Ai, i ∈ [[1,n]]} می کنیم فرض – بیز قضیه ی تعمیم r

P (Ak|B) =
P (B|Ak)P (Ak)
n∑

i=1

P (B|Ai)P (Ai)

: باشیم داشته اگر فقط و اگر هستند Bمستقل Aو رخداد دو – استقلال r

P (A ∩B) = P (A)P (B)

تصادفی متغیرهای

اعداد به را نمونه فضای عضو هر که است تابع یک می شود، داده Xنمایش با معمولاˎ که تصادفی، متغیر یک – تصادفی متغیر r

می کند. نگاشت حقیقی

و lim
x→−∞

F (x) = 0 آن برای و است غیرنزولی اکیدا و یکنوا تابعی که ،F تجمعی توزیع تابع – (CDF) تجمعی توزیع تابع r

: می شود تعریف زیر صورت به می کنید، صدق lim
x→+∞

F (x) = 1

F (x) = P (X ⩽ x)

.P (a < X ⩽ B) = F (b) − F (a) داریم : نکته

این همجوار تحقق دو بین Xمقداری تصادفی متغیر که است آن احتمال f احتمال چگالی تابع – (PDF) احتمال چگالی تابع r

بگیرد. را تصادفی متغیر

گرفت. نظر در پیوسته حالت و گسسته حالت مورد در باید که هستند مهمی ویژگی های زیر موارد – CDF و PDF بین ارتباط r

PDF ویژگی های f PDF F CDF حالت

0 ⩽ f(xj) ⩽ 1 و
∑

j

f(xj) = 1 f(xj) = P (X = xj) F (x) =
∑
xi⩽x

P (X = xi) (D)

f(x) ⩾ 0 و
ˆ +∞

−∞
f(x)dx = 1 f(x) =

dF

dx
F (x) =

ˆ x

−∞
f(y)dy (C)

توزیع تابع یک پراکندگی از میزانی می شود، داده σ2نمایش یا Var(X) با معمولاˎ که تصادفی، متغیر یک واریانس – واریانس r

: می آید دست به زیر صورت به واریانس مقدار است.

Var(X) = E[(X − E[X])2] = E[X2] − E[X]2
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با که است توزیع تابع یک پراکندگی از میزانی می شود، داده نمایش σ با که تصادفی، متغیر یک معیار انحراف – معیار انحراف r

: می آید دست به زیر صورت به آن مقدار است. هم واحد تصادفی متغیر

σ =
√

Var(X)

k−مین ،E[g(X)] یافته تعمیم ریاضی امید ،E[X] ریاضی امید به مربوط عبارت های – توزیع یک گشتاورهای و ریاضی امید r

: هستند زیر صورت به گسسته و پیوسته حالات ψ(ω)برای ویژگی تابع و ،E[Xk] گشتاور

ψ(ω) E[Xk] E[g(X)] E[X] حالت
n∑

i=1

f(xi)eiωxi

n∑
i=1

xk
i f(xi)

n∑
i=1

g(xi)f(xi)
n∑

i=1

xif(xi) (D)

ˆ +∞

−∞
f(x)eiωxdx

ˆ +∞

−∞
xkf(x)dx

ˆ +∞

−∞
g(x)f(x)dx

ˆ +∞

−∞
xf(x)dx (C)

.eiωx = cos(ωx) + i sin(ωx) : داریم نکته

توزیع تابع نمایش با هستند. مرتبط هم به تابعی توسط Y Xو تصادفی متغیرهای کنید فرض – تصادفی متغیرهای تبدیلات r
: داریم fY و fX با Y Xو تصادفی متغیرهای

fY (y) = fX(x)
∣∣∣dx
dy

∣∣∣
c مقدار به وابسته آن ها مقدار که باشند کران هایی b و a و باشد، c و x از تابعی g کنید فرض – لایبنیتس انتگرال قضیه ی r

: داریم باشد.

∂

∂c

(ˆ b

a
g(x)dx

)
=
∂b

∂c
· g(b) −

∂a

∂c
· g(a) +

ˆ b

a

∂g

∂c
(x)dx

: داریم را زیر نابرابری k > 0 هر برای .σ معیار انحراف و µ ریاضی امید با تصادفی Xمتغیری کنید فرض – چبیشف نابرابری r

P (|X − µ| ⩾ kσ) ⩽ 1
k2

مشترک توزیع با تصادفی متغیرهای

: می شود تعریف زیر صورت به می شود، داده نمایش fX|Y با معمولاˎ که ،Y به Xنسبت شرطی چگالی – شرطی چگالی r

fX|Y (x) =
fXY (x,y)
fY (y)

: باشیم داشته اگر هستند مستقل Y Xو تصادفی متغیر دو – استقلال r

fXY (x,y) = fX(x)fY (y)

: داریم fXY مشترک احتمالی چگالی تابع از – تجمعی توزیع و حاشیه ای چگالی r

تجمعی تابع حاشیه ای چگالی حالت

FXY (x,y) =
∑
xi⩽x

∑
yj⩽y

fXY (xi,yj) fX(xi) =
∑

j

fXY (xi,yj) (D)

FXY (x,y) =
ˆ x

−∞

ˆ y

−∞
fXY (x′,y′)dx′dy′ fX(x) =

ˆ +∞

−∞
fXY (x,y)dy (C)

به می شود، داده نمایش Cov(X,Y ) با معمول تر صورت به یا σ2
XY با که Y Xو تصادفی متغیر دو کواریانس – کواریانس r

: است زیر صورت

Cov(X,Y ) ≜ σ2
XY = E[(X − µX)(Y − µY )] = E[XY ] − µXµY

ρXY با که Y و X تصادفی متغیر دو مابین همبستگی ،σY و σX صورت به Y و X معیار انحراف نمایش با – همبستگی r
: می شود تعریف زیر صورت به می شود داده نمایش

ρXY =
σ2

XY

σXσY

.ρXY = 0 داریم باشند، مستقل Y Xو اگر .ρXY ∈ [−1,1] داریم ،Y Xو دلخواه تصادفی متغیر دو هر برای : نکته ی

: بسپارید خاطر به است بهتر که هستند اصلی احتمالی توزیع های زیر توزیع های – اصلی احتمالی توزیع های r

Var(X) E[X] ψ(ω) PDF توزیع نوع

npq np (peiω + q)n P (X = x) =
(
n

x

)
pxqn−x X ∼ B(n, p)

x ∈ [[0,n]] Binomial
(D)

µ µ eµ(eiω−1) P (X = x) =
µx

x!
e−µ X ∼Po(µ)

x ∈ N Poisson

(b− a)2

12
a+ b

2
eiωb − eiωa

(b− a)iω
f(x) =

1
b− a

X ∼ U(a, b)

x ∈ [a,b] Uniform

σ2 µ eiωµ− 1
2 ω2σ2

f(x) =
1

√
2πσ

e
− 1

2

(
x−µ

σ

)2

X ∼ N (µ, σ) (C)
x ∈ R Gaussian

1
λ2

1
λ

1
1 − iω

λ

f(x) = λe−λx X ∼ Exp(λ)

x ∈ R+ Exponential

پارامتر تخمین

توزیع و هستند مستقل هم از که ,X1است ..., Xn تصادفی متغیر n از مجموعه ای تصادفی نمونه ی یک – تصادفی نمونه ی r
Xدارند. با یکسانی

به آماری θ مدل یک در پارامتر یک نامشخص مقدار به دست آوردن برای که است داده ها از تابعی θ̂ تخمین گر یک – تخمین گر r
می رود. کار
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: یعنی می شود. تعریف واقعی مقدار و θ̂ توزیع ریاضی امید بین اختلاف عنوان به θ̂ تخمین گر یک پیش قدر – پیش قدر r

Bias(θ̂) = E[θ̂] − θ

.E[θ̂] = θ باشیم داشته اگر است پیش قدر بدون تخمین گر یک : نکته
کار به توزیع یک µ میانگین واقعی مقدار تخمین برای که تصادفی نمونه ی یک نمونه ی میانگین – نمونه واریانس و میانگین r

یک σ2 واریانس واقعی مقدار تخمین برای که تصادفی نمونه ی یک نمونه ی واریانس می شو. داده نمایش X با معمولاˎ می رود،
: می شود تعریف زیر صورت به و می شود داده نمایش σ̂2 یا s2 با معمولاˎ می رود، کار به توزیع

X =
1
n

n∑
i=1

Xi و s2 = σ̂2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X)2

در را آمده اند دست به σ2 واریانس و µ میانگین با توزیع یک از ,X1که ..., Xn تصادفی نمونه ی یک – مرکزی حد قضیه ی r

: داریم بگیرید؛ نظر

X ∼
n→+∞

N
(
µ,

σ
√
n

)
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